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Vorwort. 
Ers hab’ ich die Moito aus Goethe gewählt, 
selber eines E 


Nun las ich die Dichtungen Hemes, 
Doch Motto fand ich drin keines. 


Im vorliegenden IL Teile der Vorlesungen über Mechanik 
habe ich mir die Behandlung des Prinzips der kleinsten 
Wirkung, der Hamiltonschen Prinzipe, sowie der damit 
zusammenhängenden Arbeiten von Helmholtz, Hölder, 
Voss und anderen zur Aufgabe gemacht. Doch habe ich 
das Hauptgewicht immer auf den physikalischen Sinn und 
den Zusammenhang mit den Sätzen der theoretischen Physik, 
nicht auf die rein mathematische Deduktion gelegt. Bezüg- 
lich der Ergänzungen, welche notwendig sind, alle Zweifel 
an die mathematische Strenge der Beweise zu beseitigen, 
verweise ich auf die Arbeiten der Mathematiker; mir war 
immer die physikalische Anschaulichkeit die Hauptsache. 

Besondere Berücksichtigung mußten da die Beziehungen 
der Wirkungsprinzipe zur Gastheorie, Wärmetheorie und 
Klektrizitätsiehre, sowie die Maxwell-, Helmholtz- und 
Hertzschen Sätze über zyklische Systeme finden. Doch 
bin ich nirgends in spezielle Physik eingegangen, sondern 
habe die Entwicklung nur so weit geführt, daß dann die 
Physik anknüpfen kann. 

Gerade die Hamiltonschen Prinzipe der stationären 
und variierenden Wirkung setzen keinerlei andere Kenntnis 
voraus, als die der Gesamtenergise als Funktion aller Va- 
riabeln, von denen sie abhängt. Sie gestatten, wenn die Ge- 
samtenergie in dieser Weise gegeben ist, die Ableitung aller 
Gleichungen für alle in Frage kommenden zeitlichen Ver- 
änderungen. Dieselben stellen daher die einzige einwurfsfrei 
begründete, in allen Fällen ohne weitere Kommentare un- 
zweideutig anwendbare Energetik dar. 

Der Begriff der mathematischen Variation schien mir 
dadurch an Anschaulichkeit zu gewinnen, daß ich daran den 
der physikalischen, der Aneinanderreihung unendlich vieler 
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mathematischer Variationen zu einer endlichen Zustandsände- 
rung knüpfte, wie derselbe besonders in der Wärmetheorie bei 
Betrachtung der mechanischen Analogien des zweiten Haupt- 
satzes derselben in Verwendung kommt. Andererseits wurde 
ihm auch die Theorie kleiner endlicher Störungen bei der 
Methode der Variation der Konstanten gegenübergestellt. 

Aus dem Hamiltonschen Prinzipe der stationären 
Wirkung leite ich die Lagrangesche Gleichung für genera- 
lisierte Koordinaten ab, welche zur Entwicklung der allge- 
meinen Theorie der Bewegung starrer Körper, dann zur 
Einführung elliptischer Koordinaten und zur Ableitung der 
Theorie der Relatirbewegung benutzt werden. 

Wichtige Anregung verdanke ich dem Artikel Voss’ über 
diesen Gegenstand in der Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften und den Vorträgen über Mechanik auf der 
Naturforscherversammlung in Kassel, sowie Privatgesprächen, 
welche sich daran in Kassel und Göttingen knüpften. 

Die übliche Formel für die Schwingungsdauer des 
konischen Kreispendels gilt, wie sich herausstellt, wenn das- 
selbe sein Gesicht immer nach derselben Richtung im Raume 
kehrt. Wenn es dasselbe immer der vertikalen Drehungs- 
achse zukehrt, so hat es außer der Pendelbewegung noch 
eine Drehung um seine Längsachse. Wenn ein Pendel einen 
rotierenden Körper enthält, so ist die langsame Drehung 
seiner Schwingungsefene der Präzessionsbewegung unter 
sonst gleichen Umständen entgegengesetzt. Denn erstere 
folgt, wenn man sie als Superposition zweier gleicher ent- 
gegengesetzt gerichteter konischer. Kreispendelbewegungen 
von verschiedener Schwingungsdauer auffaßt, der rascheren, 
die Präzession ist aber die Limite, der sich bei einer 
Elongation von 90° die langsamere nähert, während die 
Schwingungsdauer der rascheren ins Unendliche wächst. 

Ich spreche noch den Wunsch aus, daß der starke 
physikalische Einschlag nicht den Mathematiker, und die 
etwas umfangreichen Formeln ‚nicht den Physiker vor der 
Lektüre des Buches zurückschrecken mögen! 

Wien, Juni 1904. 

Ludwig Boltzmann, 
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Berichtigungen . 


I. Die Lagrangeschen Gleichungen. 


& 1. Integration der Relation, welche das Prinzip der 
virtuellen Verschiebungen für einen Zeitmoment ausdrückt, 
nach der Zeit. 


Der Ausgangspunkt der nun folgenden Betrachtungen ist 
das im & 35 des L Teiles durch die Relation 93, aus- 
gedrückte, mit dem d’Alembertschen vereinigte Prinzip 
der virtuellen Verschiebungen. 

Es sei ganz wie in § 34 des I. Teiles ein beliebiges 
System materieller Punkte mit beliebigen inneren und 
äußeren Kräften gegeben, welches noch beliebigen Be- 
dingungen unterworfen sein kann. 

Die Kräfte, die von den Vorrichtungen ausgehen, durch 
welche das System gezwungen wird, die erwähnten Be- 
dingungen zu erfüllen, nennen wir die impliziten Kräfte, 
sei es, daß diese Kräfte von äußeren Vorrichtungen oder 
von starren oder einseitigen Verbindungen der materiellen 
Punkte untereinander ausgehen; alle übrigen Kräfte nennen 
wir explizite. Bei den impliziten Kräften ist im ersteren 
Falle das Vorzeichen dadurch bestimmt, daß immer die von 
der Vorrichtung auf das System ausgeübten Kräfte die im- 
pliziten heißen, im letzteren Falle wird ihr Vorzeichen so 
bestimmt, wie es bei expliziten inneren Kräften schon im 
L Teile geschah. 

Die Massen, Kraftkomponenten und Koordinaten sowie 
die Differentiale und Variationen der letzteren aber sollen 
wie in 8 71 des T. Teiles bezeichnet werden. 

Wır nennen jede Bewegung des Systeme, welche unter 
dem Einflusse der angenommenen Kräfte ohne Te der 
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gegebenen Bedingungen wirklich stattfinden kasn, eine natür- 
liche Bewegung. Irgend eine solche heben wir ein für allemal 
hervor und nennen sie die unvariierte Bewegung desselben. 

Dann sei also x, der Wert irgend einer (der k-ten) 
Koordinate zu irgend einer Zeit £ bei dieser Bewegung; 
x; und gg sei die betreffende Geschwindigkeits- bez. Be- 
schleunigungskomponente, Myy a = Map; = My, die Masse 
des k-ten materiellen Punktes, X,,_,, Xgr—ı X3, seien die 
nach den Koordinatenrichtuugen geschätzten Komponenten 
der auf diesen Punkt wirkenden gesamten expliziten Kraft. 

Wenn wir im ganzen » materielle Punkte haben, so 
sind dem k alle möglichen ganzen Zahlenwerte von 1 bis 8n 
zu erteilen. 

Wair bezeichnen ferner wie im I. Teile § 33 das System 
als holouom, wenn sich sämtliche Bedingungsgleichungen 
auf ebenso viele Gleichungen von der Form 
1) dei 1. E E 
reduzieren lassen. Ist dies nicht der Fall, so heißt das 
System ein nicht holonomes. ‚Jede Bedingung, die sich 
durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor auf 
die Form 1) bringen läßt, nennen wir eine holonome, jede 
andere eine nicht holonome. Jedenfalls kann die /-te Be- 
dingungsgleichung in der Form geschrieben werden: 


2) Edi + Sle de =0. 


Siehe J. Teil 8 33 Gleichungen 77) und 78). 

Ist x die Gesamtanzahl der Bedingungsgleichungen 
una lassen sich daraus nicht mehr als r, Gleichungen von 
der Form 1) ableiten, wobei dann noch r — r, nicht holo- 
nome Bedingungsgleichungen übrigbleiben, so bezeichnen 
wir die Zahl r — r, als den Grad der Nichtholonomität des 
Systems. Unter der Form 2) ist natürlich auch die Glei- 
chung 1) enthalten, wenn Ei = A ge = se ist. 

Übrigens besagt eine Gleichung von der Form 1) nicht 
ganz dasselbe wie eine Integralgleichung von der Form 


3) are, 


Gl. 4. T. $1. Integration der Variaticnen 3 


in welcher die Integrationskonstaute einen bestimmten 
speziellen Wert hat, da durch die Differentialgleichung 3, 
die Koordinatenwerte für einen einzigen unter allen Zeit- 
momenten unbestimmt bleiben und bloß deren Veränderungen 
für alle übrigen Zeitmomente bestimmt werden. 

Unter Anwendung der soeben auseinandergesetzten Be- 
zeichnungsweise schreibt sich das mit dem d’Alembertschen 
vereinigte Prinzip der virtuellen Verschiebungen (vergl. Glei- 
chungen 93; und 184; des I. Teiles, in der Form: 

3n 
4 Dim, Sn -Njön=0. 

T 
Wir beschränken uns im folgenden ausschließlich auf die 
Fälle, wo in den Bedingungagleichungen und daher auch in 
dieser Relation nirgends ein Ungleichheitszeichen, sondern 
lediglich das Gleichheitszeichen gilt, und werden auf den 
Grund hiervon im Anfange des nächsten Paragraphen noch 
zurückkommen. 

Ein vorgesetates ö bezeichnet hierbei immer die Va- 
riation, welche die betreffende Größe ertährt, wenn man 
dem Systeme zur Zeit ż eine beliebige virtuelle Verrückung 
erteilt (I. Teil, $ 34). Dabei ist stets nur ein einziger be- 
stimmter Zeitmoment ¿ der Bewegung ins Auge gefaßt, alle 
übrigen Zeitmomente aber sind ganz außer Betracht ge- 
lassen. Der ins Auge gefaßte Zeitmoment dagegen ist aus 
ihnen vollkommen willkürlich ausgewählt. Daber können 
wir auch von Zeitmoment zu Zeitmoment fortschreiten und 
den Werten, welche die Koordinaten zu jedem Zeitmomente 
haben, willkürliche Zuwächse erteilen. Wir erhalten dann 
für jeden Zeitmoment besondere Werte von dz, und es 
werden zuvörderst die für den nächsten Zeitmoment gelten- 
den Werte dieser Größen absolut unabhängig sein von denen, 
die zu dem nächst vorhergehenden Zeitmomente gehören. 
Die Gleichung 4) wird auch gelten, wenn sich diese Größen 
son Zeitmoment zu Zeitmoment vollkommen diskentinuierlich 


ändern, so daß Integrale wie f ôx, dt absolut gar keinen 


Sinn haben, da die Größe ðs, unter dem Integral- 
EF 
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zeichen dann eine absolut diskontinuierliche Funktion der 
Zeit ist. 

Unter allen möglichen Annahmen für die Werte der 
Variationen der Koordinaten wird es zwar verhältnismäßig 
wenige, aber doch noch immer unendlich viele geben, bei 
denen sich die dx, zwar auch noch in ganz willkürlicher, 
aber in kontinuierlicher Weise mit der Zeit ändern. Wir 
können z. B. 

5) Ör, = ef, 


setzen), wobei & eine unendlich kleine, für alle Koordinaten 
und zu allen Zeiten konstante Größe und f,( eine endliche 
kontinuierliche Funktion der Zeit ist. 

Dieselbe kann für jeden Wert des k, d. h. für jede 
Koordinate ganz willkürlich gewählt werden, nur müssen 
alle diese Funktionen f, (¿) so gewählt werden, daß die durch 
sie dargestellten Verschiebungen zu jeder Zeit virtuelle, d. h. 
mit den Bedingungen verträglich sind, denen das System 
gerade zur betreffenden Zeit # unterworfen ist. Ist also 2) 
die Gleichung, welche die betreffende Bedingung ausdrückt, 
so müssen die r, der Gleichung 


8n 
6) 2 Wir =O 


genügen (vergl. I. Teil, § 34, Gleichung 88,9) In dem jetzt 
betrachteten speziellen Falle, daß die x, kontinuierliche 


1) Die analoge Substitution für ôx? geht bei dem Prinzip des 
kleinsten Zwanges absolut nicht an, denn bei diesen: muß ja für jeden 
Wert des k und zu allen Zeiten ôx, = Öz = 0 sein (vergl. die Glei- 
chung 167) des I. Teiles). Würde man also analog mit Gleichung 5) 
jetzt während einer endlichen Zeit setzen öx/ = s. fa (t), so könnte 
6%, und zr höchstens für einzelne Momente, niemals aber für jeden 
Moment dieser Zeit gleich Null oder unendlich klein höherer Ordnung 
als a sein. Wir haben uns also jetzt auf das Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen zu beschränken. 

*) Wir werden später einmal auch so variieren, daß wir irgend 
einem zu irgend einer Zeit ? stattfindenden Zustande A der un- 
variierten Bewegung einen Zustand B der variierten Bewegung korre- _ 
spondieren lassen, welcher zu einer etwas späteren Zeit ? + ö# bei 
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Funktionen der Zeit, also durch Ausdrücke von der Form 5) 
darstellbar sind, haben Integrale wie 


8) fondt=e[r08: 

einen ganz bestimmten Sinn. Wir können also die für alle 
Zeitmomente gültige Gleichung 4) mit di multiplizieren und 
über eine beliebige Zeit z. B. von i, bis ¿ integrieren, wo- 
durch wir erhalten: 


9) [Im Se- a)na. 


Hierbei kann ¿ die Anfangszeit, 4 das Ende der Bewegung 
sein; es kann aber auch ż, ein beliebiger, 4 ein beliebiger 
späterer Zeitmoment im Verlaufe der Bewegung sein. Bei 
den in der Natur wirklich vorkommenden Bewegungen, z. B. 
der der Gestirne, kann ja von einer Anfangs- oder Endzeit 
der Bewegung überhaupt nicht die Rede sein. Es ist 7, 
nur der Anfang, t, das Ende des gerade ins Auge gefaßten 
Stückes der Bewegung. 

Die Variationen z, der Koordinaten sollen in den 
zunächst folgenden Paragraphen nun zudem immer der Be- 
dingung unterworfen werden, daß sie sowohl für t= 4, als 
auch für ź =, sämtlich verschwinden. Für Zeiten, welche 
diesen beliebig benachbart sind, können sie dann schon 
wieder von Null verschiedene Werte haben. Erst viel 
später (von § 31 angefangen; werden wir auch den Fall 
betrachten, daß die Koordinateuvariationen an den Inte- 
grationsgrenzen ebenfalls nicht verschwinden. 


der variierten Bewegung eintritt, so daß öxr die Veränderung be- 
zeichnet, welche irgend eine Koordinate z erfährt, wenn man yon 
dem der Zeit # entsprechenden Zustand A der unvariierten Bewegung 
zu dem der Zeit ? + öt entsprechenden Zustand B der variierten Be- 
wegung übergeht, also jetzt A und B korrespondiereude Zustände 
sind. Bei dieser noch allgemeineren Art der Variation, welche wir 
aber im Texte vorläufig noch nicht anwenden, würden an Stelle der 
Gleichungen 6) des Textes die Gleichungen treten: 


In 
7) EDIE r ym di 
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82. Ausschließung der Ungleichungen. Umkehrung des im 
vorigen Paragraphen entwickelten Satzes. 


Wir haben uns hierbei auf die Fälle beschränkt, wo 
in Relatiou 4; das Gleichheitszeichen gilt. Die Fälle, wo 
auch das Ungleichheitszeichen gelten kann, sind ohnedies 
weit weniger wichtig. Sie treten ein, falls in den Be- 
dingungsgleichungen ebenfalls Ungleichungen vorkommen. 
Dann geschieht aber die Bewegung, solange die Vorrich- 
tungen, welche die betreffenden Bedingungen erzeugen, in 
Wirksamkeit bleiben, nicht anders, als ob in den Bedin- 
gungen das Gleichheitszeichen gelten würde. Von dem Mo- 
ment an aber, wo die materiellen Punkte in Positionen 
gekommen sind, wo jene Vorrichtungen nicht mehr wirken, 
gıschieht die Bewegung sofort genau so, als ob die durch 
diese Vorrichtungen hewirkten Bedingungen gar nicht gelten 
würden. Es wird daher wieder die Gleichung 9) richtig 
sein. In derselben sind jedoch die öz,, solange die betreffenden 
Vorrichtungen wirksam sind, so zu wählen, daß sie die be- 
treffenden Bedingungen erfüllen, in denen aber das Gleich- 
heitszeichen mit Ausschluß aller Ungleichheitszeichen zu 
setzen ist. Sobald dagegen gewisse Vorrichtungen zu wirken 
aufgehört haben, können die fx, ganz ohne Rücksicht auf 
die durch die betreffenden Vorrichtungen bewirkten Be- 
dingungen gewählt werden. 

Die Zeitmomente, in denen jene Vorrichtungen gerade 
zu wirken aufhören oder anfangen, werden, singuläre Fälle 
ausgenommen, ohnedies in das Integral der linken Seite der 
Gleichung 9) nur einen Betrag liefern, welcher vernachlässigt 
werden kann. Dieses luregral ist also in eine Summe 
von Integralen zu zerlegen, in denen außer ¿4 und t, alle 
diese Zeitmomente als Integrationsgrenzen vorkommen, so 
daB kein solcher Zeitmoment innerhalb eines Integrations- 
gebietes fällt. 

Dadurch wird bewirkt, daß für jedes der Teilintegrale 
tür alle innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden Zeiten 
die Gleichung 9) gilt; denn die Bewegung geschieht inner- 
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halb dieser Grenzen überall so, als ob sowohl in Glei- 
chung 4) als auch in den Bedingungsgleichungen überall 
nur Gleichheitszeichen vorhanden wären; nur daß für einige 
Teilintegrale mehr, für andere weniger Bedingungen mit in 
Betracht zu zieben sind. Für dıe Grenzen der Integration 
dagegen müssen noch besondere Grenzbedingungen aufgestellt 
werden, auf welche wir aber in diesen Vorlesungen um 30 
weniger eingehen werden, als sie meines Wissens noch nie- 
mals untersucht worden sind. 

Die Bedingung, dab das Integral 9) für alle virtuellen 
durch die Gleichung 5; ausgerrückten Variationen ver- 
srhwiners: muß, ist zwar nicht mehr so allgemein als die, 
Form, in der wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
im I. Feile ausdrückten, da jetzt die Koordinatenvariationen 
kontinnierliche Funktionen der Zeit sein müssen, und nicht 
wie im I. Teile für jeden Zeitmoment vollkommen willkürlich 
und von den für alle übrigen Zeitmomente angenommenen 
vollkommen unabhängig sind. Es folgen aber aus der ersteren 
Bedingung, wenn wir den Fall ausschließen, daB die Be- 
wegungsgleichungen sich längs einer endlichen Zeitstrecke 
von Moment zu Moment diskontinuierlich mit der Zeit 
ändern, und wenn in allen Bedingungen das Gleichheits- 
zeichen gilt, nach den Regeln der VYariationsrechnung noch 
immer die Bewegungsgleichungen der Mechanık. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, wir hätten im 
Integral 9, diejenigen Variationen, welche durch die Be- 
dingungsgleichungen bestimmt sind, durch die übrigen un- 
abhängigen ausgedrückt. Es müssen dann, wie wir sofort 
beweisen werden, wenn das Integial 9) unter den an- 
genommenen Bedingungen stets verschwinden soll, die Ko- 
effizienten aller dieser unabhängigen Variationen unter dem 
Integralzeichen für alle Zeiten verschwinden; dies war aber 
genau die Bedingung, aus der wir schon im I. Weile die 
Bewegungsgleichungen ableiteten. 

Der noch ausständige Beweis kann in der folgenden 
Weise geführt werden. Wenn irgend ein Koeffizient einer 
der unabhängigen Variationen im Integral 9) nicht für alle 
Zeiten verschwinden würde, so könnte man dieser Variation 
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unbeschadet der Bedingung, daß sie eine kontinuierliche 
Funktion der Zeit sein soll, für diejenigen Werte der Zeit, 
für welche der Koeffizient von einem positiven zu einem 
negativen Werte oder umgekehrt übergeht, sowie für die 
Zeiten i, und i, den Wert Null, für alle anderen Zeiten aber, 
für welche dieser Koeffizient positiv ist, ebenfalls einen posi- 
tiven, für alle Zeiten, wo er negativ ist, einen negativen 
Wert erteilen. 

Würde man dasselbe für alle anderen unabhängigen 
Variationen festsetzen, deren Koeffizienten nicht für alle 
Zeiten gleich Null sind, so würde das Integral 9) aus lauter 
positiven Gliedern bestehen, es könnte also nicht gleich 
Null sein. Sein Verschwinden für alle möglichen virtuellen 
Verrückungen, die von der gleichen Anfangslage zur gleichen 
Endiage übergehend sonst beliebige kontinuierliche Funk- 
tionen der Zeit sind, hat also zur Folge, daß nach Eli- 
mination der durch die Bedingungsgleichungen bestimmten 
Variationen die Koeffizienten aller übrigen unabhängigen 
Variationen zu allen Zeiten verschwinden müssen, woraus 
schon im I. Teile die Bewegungsgleichungen abgeleitet 
wurden. 

Dies muß auch für Zeiten gelten, die beliebig nahe an 
t und 4, liegen, und daher auch für letztere Zeiten selbst, 
da wir Diskontinuitäten ausschlossen. 

Es folgt also, falls in den Bedingungen nur Gleichheits- 
zeichen gelten, nicht nur aus den Bewegungsgleichungen das 
Verschwinden des Integrals 9), sondern es folgen auch um- 
gekehrt aus diesem Verschwinden für alle virtuellen Ver- 
rückungen, die kontinuierliche Funktionen der Zeit sind, 
unter den oben angegebenen Einschränkungen wieder die 
Bewegungsgleichungen. Ja wir sehen, daß der Beweis, kraft 
dessen wir im L Teile bewiesen haben, daß die Bewegungs- 
gleichungen eine notwendige Folge der Relation 4) sind, 
dadurch nichts an seiner Beweiskraft verliert, daB wir jetzt 
die Koordinatenvariationen als kontinuierliche Funktionen 
der Zeit ansehen. 
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Wir haben diejenige Bewegung, wobei die k-te Ko- 
ordinate zur Zeit? den Wertz, hat und welche also unter den 
gegebenen Anfangsbedingungen den Bewegungsgleichungen 
gemäß vor sich geht (eine natürliche Bewegung ist), die 
unvariierte genannt. Dieser unvariierten Bewegung stellen 
wir die variierte gegenüber, bei welcher zur Zeit ż die k-te 
Koordinate den Wert z,+öz, hat, wobei ôx, durch Glei- 
chung 5) gegeben is. Da auch diese Größe eine konti- 
nuierliche Funktion der Zeit ist, so macht bei der variierten 
Bewegung jeder materielle Punkt ebenfalls eine kontinuier- 
liche Bewegung. 

Da ferner für die Zeiten 2, und i, die Variationen sämt- 
licher Koordinaten verschwinden, so wird bei der varlierten 
Bewegung jeder Punkt zur Zeit i, von denselben Positionen 
ausgehen wie bei der unvariierten Bewegung, und auch 
wieder zur Zeit t, dieselbe Lage erreichen, wie bei der un- 
variierten Bewegung. Es kann sein, daß die variierte Be- 
wegung bloß dadurch aus der unvariierten entstanden ist, 
daß die der Anfangszeit entsprechenden Werte der Ge- 
schwindigkeitskomponenten sämtlicher materieller Punkte 
unendlich wenig variiert wurden, so daß die variierte Be- 
wegung nach denselben Bewegungsgleichungen vor sich geht, 
wie die unvariierte. . 

Meist wird dies aber nicht der Fall sein; die variierte 
Bewegung wird dann unter dem Einflusse von Kräften, 
welche dieselben Funktionen der Koordinaten sind, wie für 
die unvariierte Bewegung, nicht möglich sein; wir müssen 
diesen Kräften vielmehr neue unendlich kleine Kräfte hinzu- 
fügen, um zu bewirken, daß das System in jedem Zeit- 
momente die variierte Bewegung macht. Diese neuen Kräfte 
können daher rühren, daß wir jeden materiellen Punkt mit 
der Hand fassen und so führen, daß er sich genau der 
varlierten Bewegung entsprechend bewegt, oder sie können 
wo immer sonst herrühren. Wir wollen sie immer die 
Zusatzkräfte nennen. 

Wir kümmern uns übrigens vorläufig gar nicht um 
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diese Zusatzkräfte, sondero betrachten die variierte Be- 
wegung vielmehr bloß als eine im Gedanken neben die un- 
variierte. also neben die wirkliche hingestelite Bewegung. 

Wir vergleichen gegenwärtig immer jeden beliebigen, 
zu einer beliebigen Zeit i stattfindenden Zustand der un- 
varlierten Bewegung mit demjenigen Zustande der variierten 
Bewegung, welcher bei dieser zur gleichen Zeit ¿ gehört 
und nennen die Zustäude, welche wir vergleichen, korre- 
spondierende. Wir setzen vor eine beliebige Größe das 
Zeichen ĝ, um den Zuwachs auszudrücken, welchen jene 
Größe erfahrt, wenn man von einem beliebigen Zustande 
der unvariierten Bewegung zum korrespoudierenden Zu- 
stande der variierten übergeht, wobei also hei unseren 
gegenwärtigen Betrachtungen ? stets als konstant anzusehen 
ist Das Zeichen d dagegen drückt den Zuwachs aus, 
welcher bei der unvariierten Bewegung eintritt, wenn £ um 
dt wächst, wobei wieder von einer variierten Bewegung gar 
nıcht die Rede ist. 

Die Kraftkomponenten X, Y, Z, sowie die Kraft- 
funktion V (sobald eine solche existiert, und die in den 
Bedingungsgleichungen auftretenden Größen und é 
sollen für die variierte Bewegung dieselben Funktionen 
der Koordinaten und eventuell von # sein wie für die un- 
variierte Bewegung. ôV, ög etc. stellen also die Zu- 
wächse dar, -welche diese Größen dadurch erfahren, daß die 
Koordinaten von den Werten z,.r,..., die ıhnen zu irgend 
einer Zeit 2 bei der unvariierten Bewegung zukommen, zu 
den Werten n +öz,,2,+62,... übergehen, die sie im 
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung haben. 
Es ist also: 


10) au le 
ze 
In 3 
t 


Die partiellen Ableitungen von V + å F nach den Ka- 
ardinaten liefern natürlich nur die Kräfte, welche bei Fort- 
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bestand der für die unvariierte Bewegung geltenden Kraft- 
gesetze bei derjenigen Konfiguration der materiellen Punkte 
wirksam wären, die diesen bei der variierten Bewegung 
zukommt, während die Kräfte, welche wir die Zusatzkräfte 
genannt haben, eine neu hinzukommende oder auch gar 
keine Kraftfunktion haben. 

Da für die variierte Bewegung zu jeder beliebigen Zeit t 
der erste materielle Punkt die Abszisse 


z tn = + Ehh 


hat, so ist bei der variierten Bewegung dessen Geschwindig- 
keitskomponente in der Abszissenrichtung zur Zeit £ gleich: 


d ® d 
12) gra tin = +7: 


Unserer Übereinkunft gemäß bezeichnen wir ganz all- 
gemein den Zuwachs, den eine beliebige Größe beim Über- 
gang von einem Zustande der unvariierten zum korre- 
spondierenden Zustande der variierten Bewegung erfährt, 
durch ein vorgesetztes ô. Da wir die «-Komponente der 
Geschwindigkeit des ersten materiellen Punktes für die un- 
variierte Bewegung mit z,’ bezeichnet haben, so ist also der 
Zuwachs, welchen diese x-Komponente erhält, wenn man 
von einem Zustande der unvariierten zum korrespondierenden 
Zustande der variierteu Bewegung übergeht, mit öz, zu 
bezeichnen, Daher ist nach Formel 12): 


’ dôr 
62 = aE 


Ebenso erhält man allgemein 
13) Im LM. 


Ferner ist zur Zeit i die lebendige Kraft des ganzen Systems: 
3n 


14) T=} im. 
T 


Der Zuwachs, den diese Größe beim Übergangs von einem 
Zustande der unvariierten zum korrespondierenden Zustande 
der variierten Bewegung erfährt, ist also: 
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3n 
15) ÖT = md. 
2 


Wir können nun in der Gleichung 9) jedes Glied der 
Summe einzeln nach # integrieren und sie in der Form 
schreiben: 


16) DI fm Bon f Krinn. 
l h i 1 


Jedes einzelne Glied er ersten Summe hat die Form: 
Í m. Ta ôn dt. 
Integrieren wir partiel) ie t, so geht es über in: 
[m E | mi dEr Ha BR 


Das erste Glied iis Ausdrucke verschwindet, da wir 
vorausgesetzt haben, daß sowohl für i=1t, als auch für 
i= t sämtliche öz, verschwinden. Das zweite aber redu- 
ziert sich bei Einführung der obigen Bezeichnung auf: 


Ina ôx dt. 


% 
Nehmen wir dieselbe Transformation mit allen Gliedern der 
ersten Summe der Gleichung 16) vor und fassen dann wieder 
alle zusammen, so finden wir, daß sich diese Summe auf 
h 


— J öTdt reduziert. Wir können daher die Gleichung 16) 


PN in der Form schreiben 


A 3n 
17) flor+ 


ETA = 0, 
% 1 


welche Relation man aus einem später zu erläuternden 
Grunde als das Prinzip der stationären Wirkung in seiner 
allgemeinsten Form zu bezeichnen pflegt. Nicht zutreffend 
ist es, sie das Hamiltonsche Prinzip zu nennen, von dem 
sie, wie wir sehen werden, nur ein spezieller Fall ist. 
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8n 
Der Ausdruck >X, ðz, der Formel 17) stellt die 


Arbeit dar, welche gegen die expliziten Kräfte geleistet wird, 
sobald das System aus der wirklichen Lage, die es zur 
Zeit # hat, in die korrespondierende, d. h. derselben Zeit 
entsprechende variierte Lage gebracht wird (vergl. 1. Teil, 
88 16 und 26). Wenn eine Kraftfunktion V existiert, welche 
übrigens auch noch die Zeit explizit enthalten kann, so ist 
X, =— ôV/ðz,, daher nach Gleichung 10) 


Bn 
18) rX ðr, =— ÒF, 
z 


wobei — òV die gesamte Veränderung der Funktion V beim 
Übergang von der wirklichen zur variierten Bewegung unter 
Konstanthaltung der Zeit ż ist. Existiert keine Kraftiunktion, 
oder sind die Kräfte überhaupt nicht bloß als Funktionen 
der Zeit und der Koordinaten gegeben, so wollen wir noch 
immer symbolisch 


Bn 
19) Znane- 


setzen, wobei der beigefügte Strich ausdrückt, daß die Summe 
kein vollständiger Differentialausdruck ist. Wenn wir nicht 
wissen, ob diese Summe ein vollständiger Differential- 
ausdruck ist oder nicht, so wollen wir dies durch zwei dem ð 
beigefügte Striche andeuten, so daß wir ganz allgemein die 
Gleichung 17) in der Form schreiben: 


h 
20) faor- sn =o, 
% 
wobei stets 
3% 
n r 
21) Pas DE, 


ist, und es sind beide Striche wegzulassen, wenn ınan sicher 
weiß, daß eine Kraftfunktion existiert; weiß man dagegen 
sicher, daß keine existiert oder die Kräfte überhaupt nicht 


14 I $&4. Veraligemeinerte Koordinaten. [@. 21. 


als Funktionen der Koordinaten und der Zeit gegeben sind. 
so ist ein Strich zu setzen. 


8 4. Begriff der verallgemeinerten Koordinaten. 

Die im vorigen Paragraphen entwickelte allgemeinste 
Form des Prinzipes der stationären Wirkung erweist sich 
als besonders nützlich bei der Koordinatentransformation. 
Wir haben bisher die Position jedes Massenpunktes des 
Systems durch dessen rechtwinklige Koordinaten bestimmt. 
Sehr oft empfiehlt es sich, irgend welche andere Variabeln 
einzuführen, welche ebenfalls dazu tauglich sind, die Position 
jedes Punktes des Systems zu jeder Zeit zu definieren. Man 
kann z. B. die Position jedes Punktes durch Polar- oder 
Semipolar- oder elliptische oder noch andere Koordinaten 
bestimmen. Wenn zwischen den Koordinaten der verschie- 
denen materiellen Punkte des Systems Gleichungen bestehen, 
so genügen oft wenige Variable zur Bestimmung der Lage 
sämtlicher materieller Punkte des Systems. So kann, wie 
wir im I. Teile ersahen, die Position eines vollkommen freien 
starren Körpers im Raume durch sechs Variable bestimmt 
werden. Zur Bestimmung der Lage eines um eine feste 
Achse drehbaren starren Körpers reicht sogar eine einzige 
Variable hin. 

Wenn zwischen den 3» rechtwinkligen Koordinaten der 
n Punkte eines materiellen Systems r Gleichungen bestehen, 
so sind noch 3n — r = i Koordinaten willkürlich; man sagt, 
das System hat ; Freiheiten. Die Zahl der unabhängigen 
Variabeln, welche zur Bestimmung der Lage aller seiner 
Teile erforderlich ist, ist dann gleich der Zahl der Frei- 
heiten d; es können aber auch mehr (s) Variable verwendet 
werden. Im letzteren Falle sind dieselben jedoch nicht 
voneinander unabhängig, sondern es werden zwischen den- 
selben s = s — i Gleichungen bestehen und man kann sagen, 
daß durch Einführung der neuen Variable von den Be- 
dingungsgleichungen 7 — (s — i) = 3n — s eliminiert wurden, 
da früher r, jetzt nur mehr o = a — i Bedingungsgleichungen 
vorhanden sind. 

Diese Elimination von Bedingungsgleichungen wird 
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häufig folgendermaßen bewerkstelligt. Man drückt die 3» 
vechtwiukligen Koordinaten durch 3m neue Variabeln aus 
und wählt letztere so, daß einige derselben vermöge der 
Bedingungsgleichungen für alle Zeiten konstant bleiben, 
daher nicht den Charakter von Koordinaten, sondern von 
reinen Konstanten der Aufgabe haben, während nur die 
anderen als veränderliche Koordinaten ührig bleiben. Wenn 
z. B. ein materieller Punkt gezwungen ist, sieh auf einer 
Kugeltläche zu bewegen, so drückt man zuerst seine recht- 
winkligen Koordinaten durch gewöhnliche Polarkoordinaten 
aus, deren Ursprung der Mittelpunkt jener Kugelfläche ist. 
Eine der Polarkoordinaten, nämlich die Entfernung vom 
Kugeizentrum, ist dann konstant und es bleiben nur die 
beiden Polarwinkel als veränderliche Koordinaten übrig. 

Es sei nun ein beliebiges System von n materiellen 
Punkten gegeben; die rechtwinkligen Koordinaten derselben 
sollen wieder mit z, £} . . . Z4, bezeichnet werden, und auch 
alle übrigen bislrerigen Bezeichnungen sollen beibehalten 
werden. Ferner seien p, p,-..p, irgend welche andere 
Variable, durch deren Werte ebenfalls die Position sämt- 
licher materieller Punkte des Systems bestimmt ist. Wir 
wollen die p die verallgemeinerten Koordinaten des Systems 
oder kürzer die Parameter nennen. Nach dem Gesagten 
muß s gleich oder größer als die Anzahl ¿ der Freiheiten 
des Systems sein und bestehen im letzteren Falle s— < 
Gleichungen zwischen den p. 

Durch die Werte der p soll die Lage, d. h. es sollen 
die rechtwinkligen Koordinaten z,z,...2,, sämtlicher ma- 
terieller Punkte des Systems bestimmt sein. Die letzteren 
Größen sind daher Funktionen der ersteren, was man in 
folgender Form schreibt: 


u=FR (Ds Pa -e Pa À) 
22) % = l3 (Pis Ps -Pus È 
Zn Fpl Pa + + + Pas 8-7) 


1) Sobald die rechtwinkligen Koordinaten mit den generalisierten 
durch ein @leichungssystem von der Form 22) verbunden sind, be- 
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Der einfachste und am häufigsten vorkommende Fall 
wird der sein, daß die Funktionen F, welche die recht- 
winkligen Koordinaten durch die generalisierten ausdrücken, 
die Zeit nicht explizit enthalten, daß sie also zu allen 
Zeiten dieselbe Form haben, was z. B. eintritt, wenn man 
rechtwinklige Koordinaten durch Polarkoordinaten etc. aus- 
drückt. Wir bezeichnen die generalierten Koordinaten dann 
als skleronome. 

Die Funktionen F können aber auch mit der Zeit ver- 
änderliche Parameter enthalten, so daß ihre Form mit der 
Zeit kontinuierlich veränderlich ist. Man sagt dann, sie 
enthalten die Zeit explizit und drückt es dadurch aus, daß 
man unter dem Funktionszeichen F der Variabeln p noch die 
Variable ? explizit beifügt [rheonome generalisierte Koordi- 
naten). Letzterer Umstand wird immer eintreten, wenn durch 
Einfübrung der betreffenden generalisierten Koordinaten 
Bedingungsgleichungen eliminiert wurden, welche die Zeit 
explizit enthielten. 

Am einfachsten und zweckmäßigsten ist es natürlich, 


zeichnen wir die letzteren als holonome. In diesem Buche, mit Aus- 
uabme von $$ 27 und 28 ist, sowie überhaupt in der bisherigen 
Mechanik, immer vorausgesetzt, daß die generalisierten Koordinaten 
holonome sind. Es kann auch sein, daß bloß die Differentiale der 
rechtwinkligen Koordinaten durch die der generalisierten gegeben 
sind, daß also im einfachsten Falle an Stelle der ge 22) 
Gleichungen von der Form 


23) dz= UWgi + Dh T” dp, 


treten. Wenn diese Gleichungen nicht auf lauter Gleichungen von 
der Form 

24) dar = d Fr Pis Pa» Pr) 

veduzierbar sind, so bezeichnen wir die generalisierten Koordinaten 
als nicht holonome. Alsdann treten auch an Stelle der Gleichungen 25) 
entsprecheude Differeniialgleichungen. Für nicht holonome genera- 
lisierte Koordinaten bedürfen die meisten im Texte entwickelten Lehr- 
sitze unter anderem schon die Lagrangeschen Gleichungen einer ganz 
wesentlichen Modifikation (vergl. §$ 27 und 28, daun Wien. Sitzungsber. 
111, TIa, S. 1603, Dezember 1902). Wenn es nicht möglich ist, mehr 
als g der Gleichungen 23) auf die Form 24) zu bringen, so nennen 
wir g den Grad der Nichtholonomität der generalisierten Koordinaten. 
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wenn die Funktionen F der Gleichungen 22) eindeutig und 
kontinwerlich sind, da dann die Position des Systems durch 
die generalisierten Koordinaten eindeutig bestimmt ist. Doch 
läßt sich manchmal die Einführung mehrdeutiger Funktionen 
nicht vermeiden. Man kommt dann überein, daß die Werte 
der generalisierten Koordinaten mit bestimmten willkürlich 
gewählten beginnen und sich dann stets kontinuierlich mit 
der Zeit ändern sollen. Da auch die Werte der recht- 
winkligen Koordinaten sich stets kontinuierlich mit der Zeit 
ändern. so ist dadarch jede Mehrdeutigkeit ausgeschlossen, 
solsnge man nicht an eine Stelle kommt, wo sich mehrere 
Funktionswerte verzweigen. An solchen Verzweigungsstellen 
oder anderen singulären Stellen, wo die Funktionen dis- 
kontinuierlich, unbestimmt oder unendlich werden, sind 
immer besondere Betrachtungen resp, besondere Fest- 
setzungen notwendig, während an allen übrigen Stellen die 
zu entwickelnden Gleichungen richtig bleiben. 

Wenn zwischen den generalisierten Koordinaten Glei- 
chungen bestehen, so können natürlich die Funktionen 7 
mittels derselben in verschiedene Formen gebracht werden, 
indem man die eine oder andere generalisierte Koordinate 
vermöge der zwischen den’ generalisierten Koordinaten be- 
stehenden Gleichungen durch die übrigen ausdrückt, oder 
sonst gewisse in den Funktionen F vorkommende Ausdrücke 
unter Benutzung dieser Gleichungen in eine andere Form 
bringt. 

Da zu jeder Reihe von kontinuierlich sich folgenden 
Wertekombinationen. der x bis zu etwaigen Verzweigungs- 
punkten oder singulären Stellen eine einzige kontinuierliche 
Reihe von Wertekombinationen der p gehört, so kann man 
aus den Gleichungen 22) jedenfalls auch umgekehrt die p als 
Funktionen der x ausdrücken, was auf folgende Form 
führen soll 


p =D a By so rd 


25} P = D ray: Fans ) 


P, = P, la: Dyas N, 


Boltzmann, Mechanik II 


to 
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wobei natürlich die Funktionen ® ebenfalls in verschiedene 
Formen gebracht werden können, falls Gieichungen zwischen 
den rechtwinkligen Koordinaten bestehen. Auch die Funk- 
tionen ® können mehrdeutig sein und einzelne sınguläre 
Stellen haben, für welche dann die (tültigkeit der zu ent- 
wickelnden Gleichungen aufhört und besondere Betrachtungen 
erforderlich sind. 

Es hätte keine Schwierigkeit, mittels der Glei- 
chungen 22) in die ersten und zweiten Differentialquotienten 
der x nach der Zeit, sowie in die Ausdrücke für die Kräfte 
die p statt der x einzuführen. Die Substitution dieser Werte 
in die für die rechtwinkligen Koordinaten geltenden Be- 
wegungsgleichungen würde dann in jedem speziellen Falle 
die Form liefern, welche die Bewegungsgleichungen nach 
Einführung der verallgemeinerten Koordinaten annehmen. 

Wir wollen aber im folgenden zeigen, wie diese Form 
viel kürzer und ganz allgemein mittels des Prinzipes der 
stationären Wirkung gefunden werden kann. 


85. Begriff der verallgemeinerten Kräfte, 

Es seien z, z, ... z,, beliebige Kaordinatenwerte, 
P,P, »--?, die dazu gehörigen Werte der p oder bei Mehr- 
deutigkeit bestimmte dazu gehörige Werte der p. Den durch 
die Gleichungen 5) bestimmten Zuwächsen z, d2,...02,, 
der x sollen die Zuwächse òp, ôp, ... p, der p ent- 
sprechen, welche also jedenfalls auch sonst vollkommen 
willkürlich sind, nur daß sie mit den etwa zwischen den p 
bestehenden Bedingungen vereinbar seın müssen; die durch 
sie bestimmte Verschiebung des Systems nennen wir dıe 
Verschiebung B. Dann folgt mit Ausnahme der singulären 
Stellen, von denen jedenfalls nur einzelne vorhanden sein 
sollen, aus den Gleichungen 22): 


28) Im Ders, k=l, 2... 3n. 
ar îm 
Wir ließen immer solche Zustände einander korre- 


spondieren, welche zu gleichen Zeiten gehören, d. h. bei der 
durch das Zeichen ô angedeuteten Operation ist immer ein 
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Zustand der unvariierten mit dem der gleichen Zeit # ent- 
sprechenden Zustande der variierten Bewegung zu ver- 
gleichen. Infolgedessen muß bei Bildung von ôz, die Zeit t 
als unveränderlich angesehen werden, wogegen man für den 
während der Zeit dt bei der unvariierten Bewegung ein- 
tretenden Zuwachs von z, die Formel erhält: 


LA 
02% CEA 
27) inep t Dan in 


Die Koeffizienten der öp in Formel 26) sind die partiellen 
Ableitungen der Funktionen F nach den p, also selbst wieder 
Funktionen der p und eventuell der Zeit. Wenn man von 
bestimmten Werten der x und p ausgeht, so sind bis zu 
den singulären Stellen die dx eindeutig durch die dp be- 
stimmt und umgekehrt, da nirgends außer in den Ver- 
zweigungspunkten ein zu gewissen p gehöriges Wertsystem 
der x kontinuierlich in ein anderes oder umgekehrt über- 
gehen kann. 

Substituiert man die Werte 26) in den Ausdruck 2!) 
für die bei der fingierten Verschiebung B geleistete Arbeit 
des Systems, so nimmt dieser die Form an 


8n 2 
28) — ð V= X, ôz, = à P, öp,, 
2 kA - al Pr 
wobei 
8n FPA 
29 = 3 = ER: 
) P, er hml, 2...2 


ist. Durch Einführung dieser Größen erhält man aus Gle:- 
chung 17) oder 20): 
[A . 
30) fler+ LADE 0. 
t 1 
Die Richtigkeit der Gleichung 17) wurde für beliebige 
virtuelle Verschiebungen bewiesen, welche jedoch sowohl für 
¿ = 4 als auch für =, verschwinden müssen. Es gilt also 
die Gleichung 30) ebenfalls für beliebige mit den Bedingungs- 
gleichungen verträgliche öp,, sobald diese sämtlich für jede 
2* 
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dieser beiden Zeiten verschwinden; denn man siebt leicht, 
daß, wenn samtliche öz verschwinden, dann auch sämtliche 
òp verschwinden müssen und umgekehrt. 

Die (srößen P, spielen eine ganz analoge Bolle wie 
trüber die Größen X,- Erstere heißen daher die ver- 
allgemeiuerten Kräfte, und zwar P, die in der Richtung 
der verallgemeinerten Koordinate p, wirkende verallgemei- 
nerte Kraft oder auch die Projektion oder Komponente der 
Gesatkraft in der Richtung der Koordinate p,. Wenn 
nämlich die Koordinstentransformation bloß in einem Uber- 
gange zu anders gerichteten Koordinatenachsen besteht, so 
sieht man leicht, daß P, im gewöhnlichen Siune des Wortes 
die Komponente der auf einen Punkt wirkenden Kraft in 
der Richtung der betreffenden neuen Koordinatenachse ist. 

— ĝ” V ist die bei einer bloß gedachten Verschiebung 
geleistete Arbeit. Wollte man die während der Zeit di für 
die unvariierte Bewegung wirklich geleistete Arbeit 

3 


1 
berechnen, so wären natürlich für die dx die Werte 27) zu 
substituieren und es würde folgen — d V + Tai. 


Wenn die X nur Funktionen der Koordinaten sind und 
auch die Funktionen F der Gleichangen 22) die Zeit nicht 
enthalten, so sind die P ebenfalls Funktionen der ver- 
allgemeinerten Koordinaten, welche die Zeit nicht enthalten. 
Wir sagen dann, das System ist skleronom und skleronom 
bestimmt. Enthalten die X oder die # die Zeit explizit (ist 
das System rheonom oder rheonom bestimmt, oder heides) so 
wird dres auch wenigstens von einigen der P gelten. Sind da- 
gegen die Xauch von den Geschwindigkeitskomponenten oder 
noch komplizierteren Größen abhängig, so enthalten natür- 
lich auch die P die Ableitungen der p nach der Zeit oder 
noch verwickelter gebaute Ausdrücke. Wenn die X die 
negatıren partiellen Ableitungen einer Funktion F (der Kraft- 
funktion‘ nach der betreflenden Koordinate sind und V 
nur die Koordinaten und eventuell explizit die Zeit enthält, 
so dab 
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80a) Zen k.= 1,2... .8% 

ist, so wird, wie sofort aus Gleichung 29) ersichtlich ist: 
an 

5 are 10V un __#P 

#1) Pa Ot ðm Pa 


Man erhält also dann die nach einer beliebigen generali- 
sierten Koordinate wirkende generalisierte Kraft, indem man 
in der Kraftfunktion die rechtwinkligen Koordinaten z mittels 
der Gleichungen 22) dureh die geueralisierten Koordinaten 
ausdrückt, die so erhaltene Funktion der gemeralisierten 
Koordinaten und der Zeit nach der betrefienden generali- 
sierten Koordinate partiell differenziert und schließlich das 
Vorzeichen umkehrt. 

Wenn zwischen den p keine Gleichung mehr besteht, 
so kann man die nach p, wirkende verallgemeinerte Kraft 
unabhängig von den rechtwinkligen Koordinaten und den 
Komponenten der äußeren Kräfte nach den Richtungen der 
rechtwinkligen Koordinatenachsen in der folgenden Weise 
definieren. Man läßt p, um öp, wachsen, die übrigen p 
aber konstant, sowie auch die Zeit, insofern die Form der 
p mit ihr veränderlich ist. Die dabei geleistete Arbeit 
— ð V durch den Parameterzuwachs dp, dividiert ist die 
betreffende generalisierte Kraft. Es ist also: 

32 Pen nr 
m r T öp € 

Sind die p nicht voneinander unabhängig, so können 
natürlich für jedes einzelne P verschiedene Ausdrücke auf- 
gestellt werden. Es lassen sich dann sämtliche äußere und 
innere nach jedem Parameter wirkenden Kräfte gar nicht 
durch alleinige Betrachtung der Arbeitsleistung bei jeder 
virtuellen Verschiebung voneinander trennen, gleichwie allein 
durch Angabe der Arbeitsleistung bei jeder virtuellen Ver- 
schiebung sämtliche Komponenten der auf alle materiellen 
Punkte wirkenden äußeren Kräfte nach den rechtwinkligen 
Koordinatenrichtungen in dem F'alle ebenfalls noch keines- 
wegs hestimmt sind, daß zwischen dem rechtwinkligen Ko- 
ordinaten Gleichungen bestehen. 
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Wenn aber die X, sowie die in den Gleichungen 22) 
vorkommenden Funktionen F gegeben sind und man daran 
heine Eliminationen mittels der Bedingungsgleichungen vor- 
nimmt, so sind die Ausdrücke 29) bestimmt. Es sind jene 
Werthe, welche die Formel 29) (resp. 32)) geben würde, 
wenn man ohne Rücksicht auf die Bedingungsgleichungen 
alle p bis auf p, konstant läßt, aus den Gleichungen 22) 
die dazu gehörigen Änderungen der rechtwinkligen Koordi- 
naten und mittels der Formel 28) ô, V berechnen würde. 

Die generalisierten Kräfte haben natürlich nicht immer 
die Dimensionen einer Kraft im gewöhnlichen Sinne. Da 
I Ôp, immer die Dimensionen einer Arbeit hat, so hat 
z. B. P, die Dimension einer mit einer Länge multiplizierten 
Kraft (einer Arbeit, eines Drehmomentes), wenn p, ein 
Winkel, also eine bloße Zahl ist. 


8 6. Generalisierte Geschwindigkeit, lebendige Kraft, 
generalisiertes Moment. Eine sehr allgemeine Gleichung. 


Wir wollen nun den Differentialquotienten einer be- 
liebigen Größe nach der Zeit wieder mit einem angehängten 
Strich bezeichnen und die Differentialquotienten pi, p2... 
der verallgemeinerten Koordinaten nach der Zeit die ver- 
allgemeinerten Geschwindigkeiten nennen. Die Division der 
Gleichung 27) durch di liefert: 


33) ela Dw lp 2% k=1,2...3n. 


Da die partiellen Difierentialquotienten der z, Funk- 
tionen der p und der Zeit sind, so sind also durch diese 
Formel die gewöhnlichen Geschwindigkeitskomponenten =’ 
als Functionen der verallgemeinerten Koordinaten p und 
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten p’ ausgedrückt und 
zwar sind se bezüglich der letzteren Größen linear. Diese 
Funktionen werden die Zeit dann noch explizit enthalten, 
wenn diese auch in den Funktionen F explizit enthalten ist 
(wenn die verallgemeinerten Koordinaten rheonom sind). 

Der partielle Differentialquotient eines so ausgedrückten 
s'a nach p’, (d. h. der daraus unter Konstanthaltung aller 
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übrigen p’, aller p und der Zeit, wenn letztere explizit in 
öz’',/öp', enthalten ist, gebildete) ist 
BR. I 

34) u o 
also gleich dem aus 22) gebildeten partiellen Differential- 
yuotienten des entsprechenden z nach dem entsprechenden p. 

In den rechtwinkligen Koordinaten ausgedrückt ist die 
lebendige Kraft durch Formel 14) gegeben. Substituiert 
man für die z’ die Werte 33), so folgt T als ganze Funktion 
zweiten (rades der p’. Wir wollen setzen 


ê ® 3 

“A A 
Tæ} Di Dia, rıp, + >; PaPa ty 
35) 17 T 

= bp + aP ee H PPan. 
+P, teaa. ty, 

wobei wir unter a,, und a,, stets dieselbe Größe, nämlich 
den halben Koeffizienten von p' p, im Ausdrucke für 7 ver- 
stehen. Die beiden Glieder, welche man erhält, einmal, 
wenn man in der ersien Summe den Summationsbuchstaben 
gleich k und in der zweiten gleich k, das andere Mal, wenn 
man in der ersten Summe den Summationsbuchstaben gleich 
k und in der anderen gleich k setzt, addieren sich dann zu 
un ZUR 

Die Koeffizienten a, 8 und y werden noch die generali- 
sierten Koordinaten p in irgend einer von der Form der 
Funktionen F abhängigen Weise enthalten. Falls die Funk- 
tionen F der Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit ent- 
halten, also, wie wir uns ausdrückten, für skleronome 
generalisierte Koordinaten verschwinden die $ und y und T 
wird eine homogene quadratische Funktion der p‘. 

Man bezeichnet den partiellen, d. h. bei Konstant- 
haltung des :, aller p und aller übrigen p’ gebildeten Diffe- 
rentialquotienter von T nach p, mit g, und nennt ihn das 
betreffende generalisierte Moment. Es ist also: 


ar & , 
36) a A kank Pr + Êr 
1 
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Wenn man den Verlauf der unvariierten Bewegung ver- 
folgt, so sind allerdings sämtliche p Funktionen der Zeıt 
allein und freilich auch der Anfangswerte, mit denen die 
Bewegung begonnen hat, so daß bei einem gegebenen 
Systeme und gegebenen Anfangswerten, wenn emes der p 
gegeben ist, dadurch im allgemeinen alle anderen bestimmt 
sind, entweder eindeutig oder mehrdeutig, manchmal freilich 
unendlich vieldeutig, selbst so, daß sie noch eine kontinuıer 
lich zwischen gewissen Grenzen liegende Mannigfaltigkeit 
von Werten annehmen können. Diep aber sind zudem dıe 
Differentialquotienten der entsprechenden p nach der Zeıt 

In Formel 36) aber, wie auch schon früher bei Bildung 
aller partiellen Differentialquotienten, wird dies gar nicht be- 
rücksichtigt. Es wird für einen Augenblick T einfach als 
ein Ausdruck betrachtet, der in gegebener Weise aus den 
p und p’ zusammengesetzt ist und ohne Rücksicht auf die 
Bedeutung der p und p’ gerade so partiell differenziert 
wird, als ob sich jedes der p und jedes der p’ unabhängig 
von allen anderen für sich allein beliebig ändern könnte, 
wes z. B. daun wirklich der Fall wäre, weun man nicht 
bloß die Zeit, sondern auch jeden der Anfangswerte der 
p und p’ als beliebig veränderlich betrachten würde. 

In dem speziellen Falle, daß die generalisierten Koordi- 
uaten mit den rechtwinkligen zusammenfallen, ist p, =T, 
daher T durch den Ausdruck 14) gegeben und man hat 
37) | h= Fy = men 
q, ist also dafın das, was wir schon im I. Teile das in der be- 
treffenden Koordinatenrichtung geschätzte Bewegungsmoment 
genannt haben. 

Denken wir uns in den Ausdruck für 7’ die generalisierten 
Koordinaten eingeführt, so daß er die Form 35) annimmt, 
so folgt zunächst für jeden Zeitmoment: 


LER GT Si m 
et fap Pat 2 Eye a m drı + 
38) f , 
; >> oT 
FT i 
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Hierbei ist öp, der Zuwachs, welchen der Wert der 
generalisierten Koordinaten p, beim Übergange von dem der 
Zeit 2 entsprechenden Zustande der unvariierten zum korre- 
en Zustande der variierten Bewegung erfährt. 


P; = Sm z ist der Wert der entsprechenden generalisierten 
Geschwindigkeit zu dieser Zeit für die unvariierte, 
dpr d Ô Pa 


d Oar "Patim 


der für den ioeranaiiineniin Zustand der variierten 
Bewegung. Der Zuwachs, den diese generalisierte Ge- 
schwindigkeit beim Übergang von der unvariierten zur 
variierten Bewegung erfährt. ist also: 


39) p, = — 7 
Addiert man zur Gleichung 38) beiderseits den Ausdruck 


s 


D P, ipi 


1 
multipliziert mit dż und integriert von t, bis i,, so ergibt sich: 


h : 
fi T+ Sranje = 
40) to 1 
é ” . ar \ 
= [« N War, + | am + P, in 
te 1 
irgend ein Glied der ersten Summe der rechten Seite dieser 
Gleichung A mit I? der Integration nach i die Form 


Tears 


% 
was unter Berücksichtigung der Gleichung 39) durch par- 
tielle Integration En 


‚Mn on, fi “öp, dt 


gefunden wird. TR cn hr man jedes Glied der rechten 
Seite der Gleichung 40) in dieser Weise und vereinigt dann 
wieder alle diese Glieder, so folgt allgemein: 
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h a \ 
f\er+ Iran) - 
m ole i i 
- faJl- i "og t +5, Fans han ÒPh | 
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Die Gültigkeit dieser Gleichung ist keineswegs an die 
Bedingung geknüpft, daß für die Integrationsgrenzen, also 
für =, und żt = 4, die Variationen sämtlicher Koordinaten 
verschwinden. Wenn dies jedoch der Fall ist, wenu also 
für ¿=á und i=!t, sämtliche öp verschwinden, so ver- 
schwindet das letzte Glied der rechten Seite der Gleichung 41). 
Andererseits aber verschwindet in diesem Falle auch die 
linke Seite dieser Gleichung gemäß der Gleichung 30) und 
es folgt somit in diesem speziellen Falle: 


42) [S(- +; Ta ie Jana= 0. 
in 1 


871. Erste Form der Lagrangeschen Bewegungsgleichung 


Wenn zwischen den p keine Bedingungsgleichungen 
bestehen, so sind in Gleichung 42) sämtliche p voneinander 
unabhängig und man kann aus der Allgemeingültigkeit dieser 
Gleichung leicht beweisen, daß alle Koeffizienten aller òp 
für alle Zeiten verschwinden müssen. Denn würde der 
Koeffizient irgend eines der öp, z. B. der von öp,, nicht 
für alle Zeiten verschwinden, so könnte man für alle Zeiten, 
für welche er positiv ist, auch öp, positiv, für alle, für welche 
er negativ ist, auch dp, negativ, dagegen alle anderen öp 
gleich Null wählen. Die linke Seite der Gleichung 42) wäre 
dann notwendig positiv und könnte nicht verschwinden, was 
mit dem eben Bewiesenen in Widerspruch steht. Man hat 
also zu allen Zeiten und, wenn alle Funktionen kontinuier- 
lich sind, auch beliebig nahe an £, und ġ: 


43) a RR RO, = 12.8 2 ur 
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Die Zahi s der generalisierten Koordinaten kann nicht 
kleiner sein, als die Zahl ¿= 8n — r der Freiheiten des 
Systems, weil sonst eine Bestimmung der Lage sämtlicher 
Punkte des Systems durch die generalisierten Koordinaten 
unmöglich wäre. Ist s= ʻi, so tritt der eben betrachtete 
Fali ein, daß zwischen den generalisierten Koordinaten 
keinerlei Bedingungsgleichungen bestehen. Die generali- 
sierten Koordinaten werden aber nur dann holonom sein 
können, wenn das System selbst ein holonomes ist. Ist da- 
gegen s >i, so bleiben zwischen den generalisierten Koordi- 
naten noch = s — i = s — 3n + t Bedingungsgleichungen 
übrig. 

Beim Gebrauche rechtwinkliger Koordinaten hatte die 
l-te Bedingungsgleichung die Form 2). Führen wir vermöge 
der Gleichungen 22) und 27) die generalisierten Koordinaten 
ein, so nimmt diese Bedingungsgleichung die Form an 


44) ndt Maidp=0, 
4 
wobei 
3r 3 an F 
z Tr 
44a) Ft wre iE am 


Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten der x sind 
diese natürlich vermöge der Gleichungen 22) als Funktionen 
von ¿ und den p zu betrachten. Wenn eine Bedingungs- 
gleichung von den generalisierten Koordinaten identisch er- 
füllt wird, so müssen für dieselbe sämtliche x identisch ver- 
schwinden. 

Die der Bedingung 44) entsprechende Bedingungs- 
gleichung für den Übergang von einem Zustande der 
unvariierten zum korrespondierenden Zustand der variierten 
Bewegung aber wird, falls nicht alle x verschwinden und 
sie daher identisch erfüllt ist, lauten: 


45) Dim öp,=0. 
l 
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Die x sind natürlich jetzt Funktionen der generalisierten 
Koordinaten, welche auch die Zeit explizit enthalten können. 
Letzteres wird jedoch niemals der Fall sein, wenn die früher 
mit F und £ bezeichneten Funktionen die Zeit nicht explizit 
enthielten. 

Bei der in der Anmerkuug auf Seite 5 $1 angedeuteten 
Variationsmethode, bei welcher die korrespondierenden Zu- 
stände nicht gleichen Zeiten entsprechen und daher auch 
die Zeit variiert wird, welche wir aber vorläufig nirgends 
anwenden werden, müßten an Stelle der Gleichungen 45) 
die Gleichungen treten: 


46) "!öt+ a mi òp, =0. 
i 

Falls das System holonom ist, werden auch die Be 
dingungsgleichungen 44) holonom sein, d. h. sich auf o 
Gleichungen von der Form 
47) dolh, pa-p A =0 
reduzieren lassen. Wenn dagegen das System inholonom 
vom Grade g ist, so müssen g von den Gleichungen 44) 
übrig bleiben, die sich nicht auf diese Form bringen lassen. 

Im ersten Falle haben die Bedingungen, welche für 
den Übergang vom unvariierten zum variierten Zustande 
galten, ebenfalls die Form 


48) ÖP (Pis Pa -e P050 
und es kommt ilınen eine überaus einfache Bedeutung zu. 
Diese Gleichungen besagen nämlich, daß die Funktion g 
beim Übergange von jedem Zustande der unvariierten zum 
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung eben- 
falls denselben konstanten Wert behalten muß, der ihr auch 
für die ganze unvariierte Bewegung zukommt, daß also auch 
während der ganzen variierten Bewegung diese Funktion 
jenen konstanten Wert haben muß, oder mit anderen Worten, 
daß auch die variierte Bewegung aus lauter Lagen bestehen 
muß, welche mit den Bedingungsgleichungen vereinbar sind, 
d. h. selbst mit diesen vereinbar sein muß. 

Wenn die Bedingungen in der Form gegeben sind: = 
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emer gegebenen Konstanten. so ist dieser Satz selbstverständ- 
lich unıkehrbar, d. h. jedesmal wenn die variierte Bewegung 
in ihrem Verlaufe den Bedingungen genügt, muß ihnen auch 
jeder Übergang von einem Zustande der unvariierten zam 
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung ge- 
nügen. Sind dagegen die Bedingungen bloß in der Form 47) 
gegeben, so könnte im Verlaufe der variierten Bewegung p 
gleich einer Konstanten sein, deren Wert von dem für die 
unvariierte Bewegung geltenden etwas verschieden wäre. 
Dann könnte der Verlauf der unvariierten Bewegung den 
Bedingungen genügen und auch der der variierten für sich, 
nicht aber der Übergang von der einen zur anderen. Doch 
ist diese Möglichkeit sofort wieder ausgeschlossen, wenn die 
Koordinaten für =, und t=4, nicht variieren. 

Die Bedeutung, welche den Variationsbedingungen im 
zweiten Falle, wenn das System inholonom ist, zukommt, 
wollen wir im nächsten Paragraphen erörtern. Hier 
wollen wir zunächst zeigen, wie die Gleichung 42) zu be- 
handeln ist, wenn beliebige Bedingungsgleichungen zwischen 
den p gegeben sind, deren Anzahl œ sei. Wir setzen voraus, 
daß jede derselben in die Form 44) gebracht werden kann, 
welcher zwischer den Koordinatenvariationen die Be- 
dingung 45} entspricht. Wir multiplizieren die Gleichung 45) 
mit einem zu bestimmenden Faktor ,, welcher Funktion 
der Koordinaten und der Zeit sein kann, summieren dann 
bezüglich ! von 1 bis ø, multiplizieren ferner mit dt, inte- 
grieren yon t =á bs i=t, und addieren endlich das Re- 
sultat zur linken Seite der Gleichung 42). 

Die A können dann so bestimmt werden, daß ın der 
auf diese Art erhaltenen Gleichung die Koeffizienten von e 
der öp verschwinden. Die übrigen öp sind aber unab- 
hängig und man beweist durch dieselbe Schlußweise, durch 
welche wir die Gleichungen 48) erhielten, daß auch ihre 
Koeffizienten verschwinden müssen. Die Nullsetzung aller 
dieser Koeffizienten liefert die Gleichungen: 


Q i 9. 
7 ae i he 1,2,3 ooo Se 
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Dies sind die allgemeinen von Lagrange zuerst angegebenen 
Bewegungsgleichungen in generalisierten Koordinaten. Falls 
eine Kraftfunktion existiert, nehmen sie die Form an 


(T-Y € 
50) Ge I + Daa, 
1 
während man in diesem Falle auch schreiben kann 
ôT- Ky. 
51) q = FTA 


wenu Y die Geschwindigkeiten nicht enthält. 


88. Bedeutung der Variationsbedingungen für nicht 
holonome Systeme. 


Wir gehen nun zur Erläuterung der Bedeutung über, 
welche die Variationsbedingungen für nicht holonome 
Systeme haben. In diesem Falle ist es durchaus nicht 
ein- und dasselbe, ob man sagt, der Verlauf der variierten 
oder der Ubergang von der unvariierten zur varlierten 
Bewegung solle die Bedingungsgleichungen erfüllen. Da 
nämlich dann gewisse Bedingungsgleichungen nicht inte- 
grabel sind, so brauchen sie, wenn sie von einem be- 
stimmten Übergange aus einem Anfangszustande Z, 
einen Zustand Z,, und wiederum von einem Übergange 
aus dem Zustande Z, in einen Zustand Z, gelten, nicht 
auch von jedem anderen Übergange aus dem Zustande Z, 
in den Zustand Z, zu gelten. Daraus also, daß diese 
Bedingungsgleichungen für jeden Übergang aus einem Zu- 
stande der unvariierten Bewegung in den korrespondieren- 
den Zustand der variierten Bewegung gelten (Übergang A), 
folgt dann nicht, daß sie auch für den Übergang von jedem 
zum nächsten Zustande der variierten Bewegung gelten 
(Übergang B). 

Beim Übergange B gehen die Werte, welche die Ko- 
ordinaten bei der variierten Bewegung zur Zeit ¿ haben 
{h-te Koordinate = p, + ôp,), in diejenigen über, welche 
sie für die variierte Bewegung zur Zeit t + di haben (k-te 
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Koordinate = p, + ôp, + dp, + dòp,- Wir können daher 
die Form, welche die Gleichung 44) für diesen Übergang 
annimmt, symbolisch so schreiben: 


dtz’(p, + Òpr d + dp, + döp). mm + òp d= 0, 
1 


was durch Subtraktion der Gleichung 44) liefert: 


ò Im: + > ST 20 (p,dap, SI öp.dt+ 
L 


| $ Dri N apdr, + Sap aðn = 0. 


Gleichung 45) drückt aus, daß die entsprechende Be- 
dingung für den Übergang A zur Zeit # gilt, d. h. für den 
Übergang vom ursprünglichen Zustande zur Zeit # zum 
varierten zur selben Zeit, Die Gleichung, welche aus- 
drückt, daß dieselbe Bedingung auch zur Zeit t+ dt für 
Übergang A erfüllt ist, d. h. für den Übergang aus dem der 
Zeit t + dt entsprechenden ursprünglichen Zustande zu dem 
derselben Zeit entsprechenden variierten Zustande, finden 
wir, indem wir Gleichung 45), in welcher wir den Summations- 
buchstaben auch mit k bezeichnen können, nach é diffe- 
renzieren, wodurch folgt: 


a2} a ön = - 35 1 dtom + 


z CE 2. 
re A = 
+ > S} TA òp, dp, + Dinpasn, 0. 


52) 


53) 


e 
Die Gleichung 53) ist sicher mit 52) identisch, wenn all- 
gemein 
D a a a ea 
Ô Pa öt ð Pk ô Ph 
ist, d. h. wenu die Bedingung holonom ist. Andernfalls sind 
beide Gleichungen im allgemeinen nicht identisch. Wenn 
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also auch der Übergang von jedem Zustande der unvariierten 
zum entsprechenden Zustande der variierten Bewegung den 
Bedingungsgleichungen entsprechend geschieht, so folgt 
daraus noch nicht, daß auch die Reihenfolge aller variierten 
Zustände eine den Bewegungsgleichungen entsprechende Be- 
wegung liefert. 

Besonders auffallend tritt dies hervor, wenn man von 
dem variierten Zustande wieder zu einem neuen variierten 
Zustande etc. übergeht, bis man schließlich zu einer variierten 
Bewegung gelangt, welche um endliches von der ursprüng- 
lichen Bewegung, welche wir die unvariierte nannten, ver- 
schieden ist. Wenn dann auch jeder Übergang von jedem 
Zustande irgend einer der variierten Bewegungen zum 
korrespondierenden Zustande der nächstfolgenden variierten 
Bewegung den Bedingungsgleichungen gemäß erfolgt, so kann 
doch die Reihenfolge der Zustände, zu welcher man ganz 
zuletzt gelangt ist, eine Bewegung bilden, weiche die Be- 
wegungsgleichungen nicht mehr im entferntesten erfüllt. 

Wenn z.B. das System eine Kugel ist, so ist die Be- 
dingung, daß sie anf einer festen Fläche rollen muß, eine 
nicht halonome, wird also durch eine nicht integrable Glei- 
chung von der Form 44), die aber weder die Zeit uoch 
deren Differential enthält, dargestellt. Die Bedingung für 
die Richtigkeit der Gleichung 42) ist dann, daß der Über- 
gang von jedem Zustande der unvariierten zu dem korre- 
spondierenden Zustande der variierten Bewegung durch 
Rollen auf dieser Fläche geschieht. Hieraus und aus dem 
Umstande, daß die unvariierte Bewegung ein Rollen auı 
derselben Fläche ist, folgt aber noch keineswegs, daß auch 
die durch die Reihenfolge der variierten Lagen dargestellte 
Bewegung wieder ein Rollen auf dieser Fläche ist.!) 

Bei holonomen Systemen können wir die Bedingungen, 
denen die variierte Bewegung genügen muß, in einem 
Satze aussprechen, in dem gar nicht davon die Rede ist, 
welchem Zustande der unvariierten Bewegung man jeden 
Zustand der variierten Bewegung korrespondieren läßt, in- 


1) Vergi. Hölder, Gött. Nachr. 1896, Heft 2, S. 122. 
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dem wir bloß sagen, die variierte Bewegung muß als solche 
ganz nnabhängig von der unvarjlerten den Bedingung“ 
gleichungen genügen. Die Bedingungen dagegen. denen bei 
nicht holonomen Systemen die variierte Bewegung genügen 
muß, scheint ihrer Formulierung nach davon abhängig zu 
sein, weichen Zustand der variierten Bewegung man bei 
Bildung der dp mit einem jeden Zustande der unvarıierten 
Bewezung vergleicht {ihm korrespondieren läßt), da wir 
sagten. die variierte Bewegung mug so geschehen, daß der 
Übergang von jedem Zustande der unvariierten Bewegung 
zu dem kerresvundierenden Zustande der varıierten Be- 
werung deu Beiingungsgleichungen genügt. Wir wollen dies 
kurz die Häliersehe Art der Variation nennen. 

Es kann also in Frage aufgeworfen werden, ob eine 
bestimmte, (wer Bedingung genügende variierte Bewegung 
nieht aufhört, ihr zu genügen, wenn man nichts anderes 
verändert, als daß man mit jedem Zustande der unvariierten 
Bewegung nicht denselben Zustand der variierten Bewegung 
wie früher, sondern einen zu einer unendlich wenig ver- 
schiedenen Zeit gehörigen Zustand der variierten Bewegung 
korrespondieren lüßt. Es muß dann, wenn man von der 
unvariierten Bewegung nach der Hölderschen Variationsart 
zu einer ersten variierten, von dieser wieder nach der 
Hölderschen Variationsart zu einer zweiten, dann zu einer 
dritten u. s. f. übergeht, bis man zu einer um endliches ver- 
schiedenen Bewegung»art gelangt, diese, die zwar den Be- 
dingungen der Aufgabe im allgemeinen gar nicht mehr 
genügen wird, doch eine gewisse charakteristische Eigen- 
schaft haben, welche zum Ausdruck bringt, daß sie durch 
lauter Variationen nach der Hölderschen Art aus einer 
den Bedingungen der Aufgabe genügenden Bewegung ent- 
standen ist. 

Daß in der Tat das charakteristische Merkmal der 
Hölderschen Variationsart nicht gestört wird, wenn man 
unter Beibehaltung derselben variierten Bewegung bloß jeden 
Zustand derselben einem etwas anderen Zustande der 
unvarlierten Bewegurg korrespondieren läßt, sieht man 
in der folgenden Weise: Wenn früher der Zustand B 

Boltemsun, Mechanik II. 3 
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der variierten Bewegung dem zur Zeit it gehörigen Zu- 
stande A der unvariierten Bewegung, jetzt dem zur Zeit 
t+ ĝt gehörigen Zustande A, der unvariierten Bewegung 
korrespondiert, so möge öp die frühere, ð p die jetzige 
Variation irgend einer Koordinate p, dagegen dp der Zu- 
wachs sein, welchen diese Koordinate bei der unvariierten 
Bewegung beim Übergang vom Zustande 4 zum Zustande A,, 
also bei der natürlichen Bewegung während der Zeit dt 
erfährt, so daß dp = p ôt ist. Es ist dann p = òp — dp, 
und da die Bedimgungsgleichungen die dp linear enthalten. 
so ınüssen ihnen auch die d, p genügen, wenn ihnen die òp 
genügen. Denn die dp genügen ihnen, weil sie einer natür- 
lichen, also einer jedenfalls möglichen Bewegung entsprechen. 


89. Zweite Form der Lagrangeschen Gleichungen. 


Wir können die Gleichung 49) in eine andere Form 
bringen, wenn wir statt der verallgemeinerten Geschwindig- 
keiten p' die Momente q einführen, wobei wir uns aber auf 
den Fall beschränken wollen, daß die Funktionen F der 
Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit enthalten, daß also 
die mit # und y bezeichneten‘ Koeffizienten im Ausdruck 
für 7 verschwinden (daß die verallgemeinerten Koordinaten 
skleronom sind, Die Relationen 36), welche uns die g als 
Funktionen der p’ ausdrücken, können, wenn man die 
Koeffizienten a als gegeben betrachtet, auch als s lineare 
Gleichungen aufgefaßt werden, aus denen umgekehrt die p’ 
als lineare Funktionen der g bestimmt werden können. Die 
betreffenden Gleichungen lauten dann so: 


54) Ph = = bar Ix 


Die Koeffizienten a sind Funktionen der p, welche wir ver- 
möge der Gleichungen 14), 22), 33) und 35) leicht berechnen 
können, wenn die Massen der materiellen Punkte und 
die Funktionen F gegeben sind. Daher sind auch die b 
Funktionen der p, die sich in bekannter Weise als Quotienten 
zweier die a enthaltender Determinanten darstellen. Die 
Determinante im Nenner ist für alle p” gleich, die im Zähler 
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ist wegen a,, = a,, ebenfalls für 5,, dieselbe wie für b,,, 
woraus folgt: 

55) bir = bpa- 

Die Auflösung der linearen Gleichungen 36) nach den gq 
wäre nur dann unmöglich, wenn die Determinante aller a 


Ga »-- a 


56) Gas Maz -e o Aag 
| 
I aip apiet ss 


verschwinden würde. Dies kann aber niemals für reelle 
In 

Werte eintreten. Tist nämlich gleich } Sx m, .-'’, also eine 
i 


Summe von Quadraten mit positiven Koeffizienten. Es kann 
also nur verschwinden, wenn alle =’ und daher auch alle p' 
verschwinden. Das Verschwinden der Determinante 56) ist 
aber die Bedingung, daß die linearen Gleichungen für die p', 
welche man erhält, wenn man alle g gleich Null setzt, eine 
andere Auflösung als das Verschwinden sämtlicher p' zu- 
lassen. Würde also diese Determinante 56) verschwinden, so 
würden aus den Gleichungen 36) immer gewisse Werte der p' 
bestimmbar sein, welche nicht alle verschwinden, für welche 
aber alle q und daher auch T verschwinden würden, da ja, 
wie man sofort durch Einsetzen der Werte 36) für die q sieht, 


57) T=4 Dir, % 
T 


ist. Die Gleiehung 57) ergibt sich auch in folgender Weise. 
Wenn f eine homogene Funktion n-ten Grades von y, Ya -+--> Yn 
ist, so hat man bekanntlich: 


nf= Siy L i 
a 


Setzt man f= T, y, = p, 80 folgt hieraus sofort die Glei- 

chung 57), da T, wenn die Funktionen F die Zeit nicht 

explizit enthalten, eine homogene quadratische Funktion 

der p und OT/öp,=g, ist. In den in 43) und 49) vor- 

kommenden Größen ð T/ð p, ist T durch die Gleichung 35) 
8+ 
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als Funktion von den p und p' ausgedrückt zu denken, d. h. 
es sind bei der Differentiation alle übrigen p und alle p’ als 
konstant zu betrachten. Wir können aber in 7 die p’ ver- 
möge der Gleichungen 54) als Funktionen der p und g 
ausdrücken. Dann erhalten wir 7 als Funktion der p und g 
susgedrückt. Weil es homogene quadratische Funktion 
der p’ war, diese aber wieder homogene lineare Funktionen 
der q sind, so wird T auch als homogene quadratische 
Funktion der g erscheinen. Es sei etwa: 


8) T=} I ta Hat Fahrt 


Die Koeffizienten e sind natürlich Funktionen der p und 
es ist identisch t, = &,- 

Den aus diesem Ausdrucke gebildeten partiellen Diffe- 
rentialquotienten von T nach p,, wobei alse nebst der 
anderen p nicht die p, sondern die g als konstant zu be- 
trachten sind, wollen wir mit 

dT 

m 
bezeichnen. Wir werden ihn erhalten, wenn wir zuerst T 
als Funktion von p und py ausdrücken und darin die p 
vermöge der Gleichungen 54) als Funktionen der p und g 
betrachten. Es ist also: 


op dp 
a TE 4 Op m Ge ki Sta Ô Pn 
Ôp T/Öp, ist die im ursprünglichen Siis gebildete 
partielle Ableitung, wo'T als Funktion der p und p’ zu 
denken und unter Konstantbaltung der p’ nur insofern 
nach p, zu differenzieren ist, als diese Größe in den Ko- 
effizienten a der Formel 35) vorkommt. öp‘,/Ap, ist aber 
aus Formel 54) unter Konstanthaltung der q und alleinigen 
Differentiation der -Koeffizienten 5 nach'p, zu bilden. 

Bei Bildung von ô T/ðp', ist es selhstverständlich, daB 
die übrigen p' und die p als konstant anzusehen sind, wos- 
halb wir dem Ö nicht den Index p' anhängten. Wie wir 
den Ausdruck 59) bildeten, so konnen wir auch den partiellen 


59) - 
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Differentialquotienten von T nach g, bilden, indem wir zu- 
erst T als Funktion von p und p’ ausdrücken und dann 
die p' durch die Gleichungen 54) durch p und g ausdrücken, 
wo dann bei Bildung der öp’/ög die anderen g und die p 
als konstant zu u. sind. Es wird also: 


ern 1797 pr _ 
Ó An f apa om Zei 


60) 


1 


ôT 
61) TA = jan 


Da dies nach Gleichung 60) gleich dem durch Gleichung 54) 
gegebenen Warte von p’, sein muß, und die Geschwindig- 
keiten und daher auch die q unabhängig von den Koordi- 
naten alle möglichen Werte haben können, so müssen ia 54) 
und 61) alle Koeffizienten der g gleich sein; man hat also 
allgemein: 

62) Din = Chr- 

Die partiellen Differentialguotienten der p’ können wir 
folgendermaßen eliminieren. Wir denken uns in Glei- 
chung 57) die p’, vermöge der Gleichungen 54) als Funk- 
tionen der p und g ausgedrückt und dann nach p, diffe- 
renziert, indem wir die übrigen p und alle g konstant be- 
trachten. Der Differentialquotient des 7, den wir so links 
erhalten, ist genau das, was wir schon in 59) mit ô, T/öp, 
bezeichneten; ebenso ist rechts der Differentialquotient des 
p', das, was wir in der rechten Seite von 59) mit Öp',/öp, 
bezeichneten. Wir erhalten also, indem wir 57) in der be- 
sprochenen Weise nach p, partiell differenzieren 


1) Wir unteriassen es wieder, in diesem Ausdrucke dem ó im 
Zähler den Index q auzuhängeu, da es, wenn wir nach einem der g 
partiell differenzieren, selbstverständlich ist, daß wir alle übrigen g 
und alle p als konstant anzusehen haben. 
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63) 


Wenn wir 57) genau in demselben Sinne, in dem wir es 
soeben nach p, differenzierten, nun nach q, differenzieren, 
so müssen wir alle übrigen g, und alle p, konstant lassen 
und die p’ durch die p, und g, ausgedrückt denken. Die 
Summe rechts in 57) enthält offenbar das Glied 9, p',, welches 
nach q, differenziert liefert 


während in allen anderen Gliedern dieser Summe das be- 
treffende g als konstant zu betrachten ist. Mit Rücksicht 
hierauf erbält man aus 57) 
’ A 9”. 
- Er Et Sogn = 27,» 
was wit Gleichung 60) übereinstimmt. 

Will man in der von uns gewählten Bezeichnungsweise 
ausdrücken, daß in den Gleichungen 43), 49) und 50, bei 
Bildung der partiellen Difierentialquotienten die p und p 
als independent zu betrachten sind, so müßte man diese 
Gleichungen so schreiben: 


dar ðw T 
ik at am th 
und 
h ô < 
ai d filas e (U 
65) 2: = Fr 4- Pi + h À, Ay 


Würde man dagegen p und g bei Bildung der partiellen 
Differentialquotienten als independent betrachten, so würde 
hieraus nach 63) folgen: 


Gl. 67-72] I. 89. Lagranges Gleich. Zweite Form. 39 


und 
o 
dq ð, T Y í 
67) UM a BEN. & S lt 
r dt kh Dpr T HR, 


Natürlich wird man die Indizes des ģ weglassen, wenu man 
ein für allemal ausgemacht hat, welche partielle Differential- 
quotienten man meint. 

Wenn die Kräfte eine Kraftfunktion haben, die nur die 
Koordinaten, eventuell noch die Zeit enthält, so verwandelt 
sich die Gleichung 67) in: 


g 
A dyn or ©ð,1 E | 
68 mia nn He 
30 dt öm dm Drum, š 


Da aber V die q nicht enthält, so kann man die Glei- 
chung 68) auch so schreiben: 


dar BTA _ < l 
69) +? ae > 4x 
Setzt man nun 
70) E=T+V, 


so ist E die Größe, welche, wenn V die Zeit nicht enthält, 
während der ganzen Bewegung konstant bleiben muß. Man 
kanu dann die Bewegungsgleichuugen in der syinmetrischen 
Foirm 


d ðE d ö,E ~. 
71 Pr = , s = un Ah. Bat 0 
) dt D Qr dt Ô Pa + 2 ck 


schreiben, welche man die Hamiltonsche kanonische Form 
derselben nennt. Wenn nebst den Bedingungsgleichungen 
die einzige Größe Æ als Funktion der verallgemeinerten 
Koordinaten, Momente und eventuell der Zeit gegeben ist, 
können die Bewegungsgleichungen ohne weiteres hinge- 
schrieben werden. Falls keine Bedinguugsgleichungen 
zwischen den p existieren, nehmen die Gleichungen 71) die 
syınmetrische Form an: 


72) d Pa ö E dan b E 
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Setzt man analog 
73) T-F=H, 
so erhalten die Gleichungen 64) und 65) eine ähnliche Form. 
nämlich: 


u er} 
9% A 


& 


wobei natürlich wieder das Glied äh entfällt, wenn 


zwischen den p keine Bedingungen bestehen. 


$ 10. Ableitung der Lagrangeschen Gleichungen ohne Hilfe 
der Varistionsreohnung. 


Wir wollen noch zeigen, wie mau die Lagrangeschen 
Gleichungen ohne den Umweg über ue Betrachtung der 
Variationen gewinnen kann, wobei aber natürlich die generali- 
sierten Koordinaten jetzt wieder skleronom oder rheonom 
sein können. Die allgemeinen Gleichungen in rerhtwinkligen 
Koordinaten können wir nach Gleichung 129, dies 1. Teiles, 
8 43 in der Form schreiben: 


75) mE N, + aM. 


Wir multiplizieren diese Gleichung mit 3a, bilden sie 
h 
für alle Werte des & und addieren alle so erhaltenen Glei- 


chungen. Setzen wir wie früher 
BAJ 


EA 
Pa ae: 
1 


so erhalien wir in dieser Weise mit Rücksicht auf die 
Gleichungen ri 


dr ð 
k Sim, 72 ee Dr a; 


wobei der Summenausdruck rechts verschwindet, wenn die 
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generalisierten Koordinaten die betreiende Bedingung 
identisch erfüllen. Nun ist identisch: 


77) a AARG. rsa] - p EM 


Im zweiten Faktor des letzten Gliedes kann man die Ord- 
nung der Difierenuation vertauschen. Denn es ist 


dt 5m ipm ô p! Ô pa Ô t 


, x Ö 1r , Ò Tz 
Tam È E TE 


daher 
dx, S en. , m 
im man tar 
und 


i dm _ ds, 
di öm Öp” 
wo bei der letzten partiellen Differentiation in r, alle p 
und alle anderen p als konstant, also die Variablen p und p’ 
als independent zu betrachten sind. Bei gleicher Auffassung 
der partiellen Differentialgaotienten hatten wir nach 34): 
02; x, 
Om pr 
Durch Substitution dieser Werte geht 77) über in: 
d’ £r 6 d f , dx ‚, 88‘ 
ae an an) an 
Multipliziert man mit m, und summiert über alle Werte 


des k, so erhält man, da 
REJ 


also 


ist, 
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Durch Substitution dieses Wertes in die Gleichung 76) folgt: 


d ôT “ (dB 
Ze = Fi + P,+ Zn r 

Wir sind also ohne Variationsbetrachtungen zur Glei- 
chung 48) gelangt, welche die aligemeinste Form der 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen darstellt. Für jede 
Bedingungsgleichung, welche von den generalisierten Ko- 
ordinaten identisch erfüllt wird, verschwinden sämtliche m. 
Wenn alsu alle Bedingungsgleichungen von den generalisierten 
Koordinaten identisch erfüllt werden, also zwischen den 
letzteren keine Bedingungsgleichungen mehr bestehen, so 
verschwinden überhaupt alle =, und es folgt 


dar oT 
Tr Te 


was mit Gleichung #3, ıdentisch ist. 


811. Bewegungsgleichungen in Polarkoordinaten. 


Wir wollen zunächst die Anwendung der gefundenen 
Gleichungen an einigen möglichst einfach gewählten Bei- 
spielen zeigen. 

Ein einziger materieller Punkt bewege sich in einer 
Ebene, ohne sonst einer Bedingung unterworfen zu sein. 
x, y seien seine rechtwinkligen, r, # seine Polarkoordinaten. 
letztere wählen wir als generalisierte Koordinaten. Wir 
setzen also: 

, : d . E E. a 
Ph =r, P=, pir =i E a r 
Da z=rcos#, y=rsin © ist, so kann man durch direkte 
Differentiation nach der Zeit die ersten und zweiten Diffe- 
rentielquotienten der Koordinaten nach der Zeit finden: 
dg _ dr . ds 
dr ~ Ted —rein ” Ti etc. 

Die Substitution dieser Werte in die die rechtwiukligen 
Koordinaten enthaltenden Bewegungsgleichungen (8 9 Glei- 
chung 18) des L Teiles) liefert uns ohne weiteres die Form, 


welche die Bewegungsgleichungen nach Einführung der Polar- 
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koordinaten annehmen. Wir wollen jedoch hierzu mittels der 
Lagrangeschen Gleichungen gelaugen, die uns iu diesem 
Falle keinen anderen Nutzen gewähren, als daß sie die 
etwas weitläufige Rechnung abkürzen. 

Wir suchen zuerst nach 32) die generalisierten Kräfte. 
r wachse bei konstantem ı# um ðr, d. h. der Punkt ver- 
schiebe sich um 
78) AB=ör 
in der Richtung r. Ist R die in dieser Richtung darauf 
wirkende äußere Kraft, so ist — d/ V = Rör die Arbeit. daher 
-bF 

ör 
die nach r wirkende generalisierte Kraft. Wächst dagegen # 
bei konstantem r um ò, so erfährt der Punkt die Ver- 
schiebung 
79) Al=röß 
senkrecht zu r in der Richtung der wachsenden i. Ist O 
die Komponente der darauf wirkenden äußeren Kraft in 
dieser Richtung, so ist — 5 V = ØO .rð:F die Arbeit: daher 
P =rO 

die nach 9 wirkende generalisierte Kraft, welche keine 
Kraft im genöhnlichen Sinne, sondern ein Moment ist, also 
die Dimension Kraft x Länge hat. 

Während dt wächst gleichzeitig r um dr und > um d i- 
Das Bewegliche legt also nach 78) und 79) in der Richtung r 
den Weg A B = dr, senkrecht darauf den Weg A C =rdù, 
im ganzen den Weg 4D = V4 B+ AU? = Yar:+r?d9? 
zurück. Seine Geschwindigkeit ist 

An 


P m =R 


= ýr r3 Ery I, 
seire lebendige B 
80) T=F r Hrer, 


welche somit als Funktion der p und p ausgedrückt ist. 
Man erhält hieraus 
ôT 


, oT ' 
81) n= ay =", o = gy FMF, 
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èT _ dar a Dr arag 
82) TE =; mr, TA 3 . 
Daher liefern die Gleichungen 43): 
9 
en) mr? m R, mn rg 
oder 2 
dr d9)? rd _ 
meg — mrs) =R, m rÈS +2m Te TE” 


Wollte man den Gleichungen die Form 66) geben, so müßte 
man T durch die p und g ausdrücken. 
Aus 80) und 81) folgt: 


CH 


ven gi qi 
83) Ta Im H Imr’ 
und daher: 
ôT _ I ôT 
ðr mn os 


Es sind also die Gleichungen 68) erfüllt. Durch Substitution 
des Wertes von q, wird 
bT aau eT. 
ðr ôr ` 
denn die partiellen Differentialquotienten in 81) sind die- 
jenigen, die wir genauer mit 0,„T/ör und 6,T7/8% be- 
zeichnet haben. Auch die Gleichungen 60) sind erfüllt; 
denn es folgt aus 83): 
oT al an ôT = ap 
Ia m ’ Ih mr 7 
Die Gleichungen 86) aber nehmen die Form an 


ih op 4: dh re 


dt mr’ dt 

deren Richtigkeit man leicht verifiziert, deren Nutzen man 
freilich in diesem einfachen Falle nicht einsieht. 

Ebensowenig hat es in diesem einfachen Falle einen 
Zweck. die Gleichungen in die kanonische Form zu bringen, 
was wir aber doch bloß zur Erläuterung des Mechanısimus der 
Methode ausführen wollen, der natürlich um so klarer wird, 
je einfacher das Beispiel ist. Seien X. Y die Komponenten 
der auf den materiellen Punkt in den Konrdinatenrichtungen 
wirkenden äußeren Kraft und 


Gi. 83.) I. $ 11. Polarkoordinaten. 45 


m I7@yd, yn esd, 
0% óy 
dann ist: 


ð V {recos ł, r sin &, t) 
al ee 
P, =r0 = emrine, A 

Bezeichnen wir V (rcos 2, rsin ®, i) kurz mit F (r, 9, ù, 
so ist 


= X cos + Ysin ¢ 


= — r X sin Ý + r Ycos ®. 


mr? mr??? 
2 


E=-T+/= 7-4 +9, 


die Energie, welche für skleronome Systeme während der 
ganzen Bewegung konstant bleibt. Denn es ist dT gleich 
der von den äußeren Kräften der Masse zugeführten Arbeit 


Rdr +r08dd = — dY + Seat. 


Will man die kanonjsche Form herstellen, so hat man 

noch q, und g, für ” und 2 einzuführen, erhält also 
3 . 
E= N HND t, 

und die kanonische Form der Gleichungen lautet, da p, 
mit r, p, mit :# identisch ist: 
dr_öE d9 ðE dp ôE da ðE 
di da dt oa Uu Tr’? ga "Oa" 
Die Gleichungen 74) aber würden, wenn man H= T — YV 
setzt, lauten: 


di IMT) 2A 
dt dt ðr 
da _ dinrs) _ 841 9) 
dt dt 0% 
g=mr=2F, janr a E, 
Natürlich würden alle diese Głeichungen auch für beliebig 
viele materielle Punkte gelten, die sich frei in der Ebene 
bewegen, wenn man Polarkoordinaten einführt. Nur würde 
dann F die Koordinaten aller Punkte enthalten. 
Bei Transformation räumlicher rerutwinkliger Koordi- 
naten 7, y, % in räumliche Polarkoerdinaten r, 9, œ will ich 


nich kürzer fassen. Sei 
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z=rca#, y=rsin?cosg, z=rsin®sing. 

Wächst r bei konstantem 9% und œ um ðr, so verschiebt 
sich der Punkt um ðr in einer Richtung, die wir die 
Richtung von r nennen. Wächst + bei konstantem r und p 
um 8%, so verschiebt sich der Punkt um rò% in einer 
Richtung, die wir kurz die von ı* nennen. Wöächst end- 
lich ø bei konstantem r und ı# um ôg, so verschiebt sich 
der Punkt um rsin 704 in einer Richtung, die wir die 
von y nennen. Die Komponenten der auf den Punkt wirken- 
den änßeren Kraft in diesen drei Richtungen seien f, f) und 
®. Die drei Verschiebungsarbeiten sind Rdr, rO ð+ und 
rsin#®.Döw, daher die drei generalisierten Kräfte: 


P =R. Pro, P,=rsin#.®b. 
Die drei Komponenten des während dt zurückgelegten Weges 


in den drei eben besprochenen Richtungen sind dr, rd%, 
rsin+.dp. Daher ist die Geschwindigkeit 


vi) +r? (Ey + r?sin? é EAJ ; 
und die lebendige Kraft 


T= Zr? 47292 + rp sin), 
woraus folgt 


n= 2T mr, la = aT amh, p =55= minty. 
EN oaoa aaia Een ar 
gy = mr’ +2'?sın?#), janr e sin ġ cos’, yor? 
und die Gleichungen 43) verwandeln sich nach einigen 
leichten Reduktionen in: 
d'r [fat (dm\! aa] _ 
mar — mr (3) + ($5) sin 2 =R 


Ë t dr ds doy 
mr Gp +2m 77 p =m (35) sin? cos 9 = 0O 


. d? ọ r do dr dp dð 
in 9 — 5 Sch A Y e a 
mrsin Ò -yp +2msin #7 Ti + 2mrcos # i g=. 


Alle weiteren Lagrange-Hamıltonschen Gleichungen 
liefern nichts mehr. was für dieses Problem von Wichtigkeit 
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wäre, und zur bloßen Einübung mag das bei den ebenen 
Polarkoordinaten Erbrachte genügen. 


& 12. Nochmals Drehung eines starren Körpers um eine 
feste Achse. 


Um an einem Beispiele von der einfachsten Art zu 
zeigen, daß die Lagrangeschen Gleichungen auch ganz 
olıme Beziehung auf irgend ein rechtwiukliges Koordinaten- 
system angewendet werden können, betrachten wir nochmals 
den schon im 1. Teile behandelten Fall der Drehung eines 
starren Körpers um eine feste Achse. 

Wenn sich irgend ein starrer Körper während einer 
unendlich kleinen Zeit di um irgend eme Achse um einen 
unendlich kleinen Winkel dw dreht, so beschreibt ein 
materieller Pankt mit der Masse m, desselben, der sich in 
der Entfernung r, von der Drehungsachse befindet, dabei 
den unendlich kleinen Kreisbogen ds=r,dw. Die Ge- 
schwindigkeit des materiellen Punktes ist daber: 


Die lebendige Kraft desselben ist: 

m dwy’ 

Taa 
Ebenso ist die lebendige Kraft eines zweiten materiellen 
Punktes des Körpers von der Masse m,, der sich in der 
Entfernung r, von der Drehungsachse befindet: 

m, dw\? 

Sela 
Die gesamte lebendige Kraft des Körpers ist daher, wenn 
man dessen Trägheitsmoment m, ri + m,r} + ... bezüglich 
der Drehungsachse mit K bezeichnet: 


N _ K/[dw\? 
i r= z(a)" 


Es soll nun auf das Massenteilchen m, irgend eine 
Kraft P, wirken. Wir legen durch m, eine Ebene Æ senk- 
recht zur Drehungsachse, welche diese im Punkte O durch- 
schneide, und zerlegen die Kraft P, in zwei Komponenten, 
von denen die eine D, die Richtung der Drehungsachse hat, 
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also senkrecht zur Ebene E steht, die andere Q, in diese 
Ebene fällt. z, sei die von O auf die Richtung von Q, 
gefällte Senkrechte. Da der Weg ds des Massenteilchens 
in die Ebene Z fällt, so leistet die Kraft D, keme Arbeit. 
Die gesamte Arbeit der Kraft P, ist also gleich: 


Q, decos(Q , ds) = Q r dw cos(a, n) = Q adw. 


Nun ist aber das Produkt Q, n, 'nichts anderes als das, 
was wir im ]. Teile, $ 29 das Moment der Kraft P, be- 
züglich der Drebungsachse genannt haben. Wir wollen es 
mit M, bezeichnen. Sei P, irgend eine andere auf den 
festen Körper wırkende Kraft, und M, ihr Moment bezüglich 
der Drehungsachse, so tindet man ebenso für die Arbeit 
dieser zweiten Kraft während der Drehung des Körpers um 
den unendlich kleinen Winkel dw den Wert M,dw etc. 

Die gesamte Arbeit 34 aller auf den Körper wirkenden 
Kräfte ist also, wenn wir j«t2: den Drehungswinkel mit ów 
statt mit dw bezeichnen: 

85) A=3u Y E m= ðwD,; 
dabei ist D, die Sumin- der Di«nengsmwomente aer äußeren 
Kräfte um die Drehungsach»o, wie ım t: Teile & 55. 

Es hat nun gar keme Schwierigkeit, die scher im 
L Teile, $ 55 auf anderem Wege gewonnene Bewegungs- 
gleichung für einen festen Körper, der keiner anderen Be- 
wegung als einer Drehung um eine feste Achse fähig ist, 
nochmals aus den Lagrangeschen Gleichungen zu gewinnen. 
Der dort mit w bezeichnete Winkel, um den sich der Körper 
von seiner Anfanzslage bis zur Zeit ? gedreht hat. ist die 
einzige Variable, durch welche die Posıtion des Körpers 
bereits eindeutig bestimmt ist. Dies ist also die einzige 
generalisierte Koordinate p. Daher ist p’ gleich der Winkel- 
geschwindigkeit œ = dw/dt. 

Die generalisierte Kraft findet man nach Gleichung 32), 
indem man den Ausdruck 85) durch de = dw dividiert. Es 
ıst also P= D,. Die lebendige Kraft ist aach Formel 84) 
T=4o?K. Daher ist: 


oT ôT ôT ar 
—- = —— = 0, g= p Ta aK 
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Ia der Gleichung 43) ist, weil nur eine generalisierte Ko- 
ordinate p vorhanden ist, der Index wegzulassen. Man 
erhält also 


d oT 
und nsch Substitution der gefundenen Werte 
do 
as 


was mit dem im L Teile, 855 Gefundenen übereinstimmt. 

Doch können wir nach dieser Methode natürlich nicht 
die Kräfte finden, welche auf die Lager wirken. 

Andererseits können wir aber den Satz mit Hilfe der 
Lagrangeschen Gleichungen noch bedeutend verallgemeinern. 
Wir denken uns beliebige feste Körper um beliebige feste 
Achsen drehbar, die durch Zahnräder oder Galsche Ketten 
[welche auch Masse haben können) so verbunden sind, daß 
ihre Winkelgeschwindigkeiten in konstantem Verhältnis 
stehen. Wir können dann den Weg p, welchen irgend ein 
Punkt einer Galschen Kette oder ein nicht in der Ro- 
tationsachse liegender Punkt eines rotierenden Körpers (der 
Antriebspunkt, driving-point) zurückgelegt hat, als verall- 
gemeinerte Koordinate wählen. 

p kehrt dann selbstverständlich nicht jedesmal zum 
Werte Null zurück, wenn der Antriebspunkt nach einem 
oder mehreren Umläufen wieder an die alte Stelle zurück- 
gekehrt ist, sondern bloß wenn er ebenso viele Umläufe im 
einen wie im entgegengesetzten Sinne gemacht hat, so daß 
gwar durch den Wert von p die Position des Systems, nicht 
aber durch die letztere der Wert von p eindeutig be- 
stimmt ist 

Die Geschwindigkeit jedes materiellen Punktes mit der 
Masse m, des Systems ist dann gleich der Geschwindig- 
keit p' des Antriebspunktes, multipliziert mit einer Kon- 
stanten a,, welche berechnet werden kann, wenn die Be- 
dingungen des Systems gegeben sind. Die gesamte lebendige 
Kraft des Systems ist also: 


3 
- Dam- 
Boitsmana, Mechanik I. & 
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Wenn der Weg p des Antriebspunktes um öp wächst, 
so ist die gesamte Arbeit aller auf das System wirkenden 
Kräfte gleich 

HI“: 


wobei im letzten Ausdrucke a, der Wert des Koeffizienten a 
für den Angriffspunkt irgend einer Kraft, Q, deren 
Komponente in ‘ler Richtung des Weges app des An- 
griffspunktes jener Kraft ist. Die generalisierte Krait P, 
welche die generalisierte Koordinate p zu vergrößern sucht, 


ist also > Qrar. Man nennt diese Größe auch das auf 


den Antriebspunkt reduzierte Moment aller Kräfte. Die 


Lagrangesche Gleichung 43) resp. 85a) verwandelt sich 
daher für unser System in: 


g 
Ta km ak = `” Qr ax. 


Da der Koeffizient von d?p/di? konstant ist, so hat sie 
wieder genau die Form der Gleichung 18) des L Teiles, 
welche für die Bewegung eines einzigen materiellen Punktes 
in einer geradlinigen oder krummlinigen Bahn gilt. 

Diese Form tritt jedesmal auf, wenn die Position sämt- 
liche Teile eines Systems durch eine einzige Variable » be- 
stimmt ist und ð Tp verschwindet, wenn also der Aus- 
druck für die lebendige Kraft bloß den Differentialquotienten 
der betreffenden Variablen nach der Zeit enthält, von dem 
Absolutwert dieser Koordinate selbst aber unabhängig ist. 
Dies trifft z. B. bei allen Systemen ein, welche Helmholtz 
Monozykel ohne langsam veränderliche Parameter nennt 
und von denen später ausführlich die Rede sein wird. 
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II. Allgemeinste Drehung eines starren Körpers. 


& 13. Generalisierte Koordinaten zur Bestimmung der Lage 
eines starren um einen festen Punkt drehbaren Körpers. 


Wir gehen nun über zur Bewegung eines festen Körpers, 
in welchem ein einziger Punkt O fest gehalten wird, wäh- 
rend er im übrigen volikommen frei ist und auf den von 
außen belıebige Kräfte wirken. Es handelt sich zunächst 
darum, verallgemeinerte Koordinaten, d. h. Variable ein- 
zuführen, durch welche die Lage des festen Körpers im 
Raume zu einer beliebigen Zeit ¿ eindeutig bestimmt wird. 

Zu diesem Zwecke wählen wir den fest gehaltenen 
Punkt O zum Ursprunge zweier verschiedener rechtwinkliger 
Koordinatensysteme. Die Lage der Achsen OX, 0.Y, OZ 
des einen (des fixen) Koordinatensystems soll im Rar.ne 
unveränderlich sein. Die Achsen O£, On, O% des ander.n 
(des beweglichen) Koordinatensystems sollen ein für allemal 
fest mit dem Körper verbunden sein, so daß sie bei allen 
Bewegungen des festen Körpers ihre relative Lage geger. 
diesen nicht verändern, sondern sıch einfach mit ihm mit- 
bewegen. 

Die relative Lage der beweglichen Koordinatenachsen 
gegen den Körper kann vorläufig noch ganz beliebig sein. 
Später werden wir sie so wählen, daß die beweglichen Ko- 
ordinatenachsen Hauptträgheitsachsen des festen Körpers 
sind, was immer möglich ist, da nach I. Teil, $ 59 in jedem 
festen Körper sich mindestens in einer Weise drei auf- 
einander senkrechte Gerade finden lassen, welche Haupt- 
trägheitsachsen sind. 

Beide Koordinatensysteme sollen kongruent (nicht 
Spiegelbilder) sein, also entweder beide französische oder 
beide englische (I. Teil, $ 80. Im ersteren Falle nennen 
wir eine Drehung um eine gerichtete Drehungsachse positiv 
oder negatıy, je nachdem sie für ein Auge, das von dorther 
blickt, wehin die Drehungsachse gerichtet ist, im Sinne des 

4* 
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Uhrzeigers oder im entgegengesetzten geschieht. Im letzteren 
Falle nehmen wir das Zeichen einer Drehung verkehrt. 
Immer ist also die Drehung, durch welche die positive 
Abszissenachse auf kürzestem Wege in die Lage der posi- 
tiven y-Achse übergeht, eıne positive Drehung um die posi- 
tive «-Achse. 

Zu irgend einer Zeit 2 ist nun die Lage des Körpers 
im Raume bestimmt durch die relative Lage des beweg- 
lichen Koordinatensystens gegen das fixe. Winkel, weiche 
diese relative Lage eindeutig bestimmen, werden also auch 
die Lage des festen Körpers im Raume eindeutig bestimmen. 

Um solche Winkel zu finden, verfahren wir folgender- 
maßen. Wir bezeichnen eine der beiden Hälften, in welche 
die Durchschnittslinie der fixen und beweglichen X Y-Ebene 
durch den Punkt O geteilt wird, mit OR. Für den Zeit- 
anfang kann man jede beliebige dieser beiden Hälften mit 
OR bezeichnen. Für alle anderen Zeiten ist dann dadurch 
bestimmt, welche der beiden Hälften für OR zu wählen ist, 
daß die Lage dieser Geraden OR sich kontinuierlich mit 
der Zeit verändern soll; es soll also die Gerade O R niemals 
während einer unendlich kleinen Zeit plötzlich in die ent- 
gegengesstzte Richtung überspringen. 

Die relative Lage derartiger Geraden und Ebenen im 
Raume versinnlicht man sich am besten, wenn man sich 
wie in Fig. 1 die Punkte und größten Kreise perspektivisch 
zeichnet, in denen sie eine um den Punkt O mit dem Radius 
eins geschlagene Kugelfläche durchschneiden. Die Dureh- 
schnittspunkte sollen denselben Buchstaben erhalten, ınit 
denen die Endpunkte der betreffenden Geraden bezeichnet 
wurden. 

X RY und &Rn sind also die Quadranten der größten 
Kreise, in welchen der positive Quadrant der fixen resp. 
beweglichen X Y-Ebene unsere Kugel durchschneidet. Der 
Winkel der Geraden OX und OR werde mit 4 bezeichnet 
und zwar beginne die Zählung dieses Winkels von O X und 
gehe in dem Sinne fort, in dem man auf kürzestem Wege 
von der positiven X-Achse zur positiven Y-Achse gelangt. 
Die ganze Richtungsänderung, welche man der Geraden O X 
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in diesem Sinne fort erteilen muß, bis sie in die Lage OR 
übergeht, sei eben der Winkel A Bleibt daher OX fix 
und erhält A einen positiren Zuwachs, so dreht sich OR 
in positivem Sinne um OZ. 

Der Winkel zwischen der fixen und beweglichen Z-Achse, 
und zwar von der ersteren im positiven Sinne um die 
Achse OR gegen die letzte gezählt, heiße C, so daß bei 
festem O Z und wachsendem C die Achse OL eine positive 
Drehung um OR macht. C ist daher auch der Winkel der 
beiden X Y-Ebenen, und zwar derjenigen Halbebenen, in 
welche OR durch eine kleine 
positive Drehung um OZ resp. 
OF gelangt. 

Da 4 deren Durchschnitts- 
linie, © deren Neigung be- 
stimmt, so bestimmen beide 
Winkel 4 und C die Lage der 
£7-Ebene relativ gegen das fixe 
Koordinatensystem, also auch 
im Raume eindeutig, wodurch 
auch die Lage von OL eindeutig 
bestimmt ist. Nach unserer Übereinkunft über die Art der 
Zählung des Winkels C entscheidet der Wert dieses Winkels 
auch, in welchem Sinne OL zu zieben ist. 

Die Lage der beweglichen Koordinatenachsen und da- 
mit die des festen Körpers ist also vollständig bestimmt, 
wenn noch der Winkel B der beweglichen Abszissenachse O £ 
mit der bereits bestimmten Geraden OR gegeben ist, und 
zwar soll dieser Winkel von OR gegen O& in dem Sinne 
gezählt werden, in dem eine negative Drehung um OZ erfolgt, 
so daB also bei fixem OR die bewegliche Abszissenachse 
und "damit der Körper bei wachsendem B eine negative 
Drehung um O% macht. 

Wir wollen die Winkel 4, B, C so zählen, daß sie im 
Verlauf der Bewegung des Körpers niemals einen Sprung 
um den Betrag 2# machen. Sie können also auch größer 
als 2x, ja auch größer als beliebige Vielfache von 2 
werden. Durch die Lage des festen Körpers sind daher 


Fig. 1. 
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die Werte dieser Winkel nicht eindeutig bestimmt; dagegen 
ist ümgekehrt durch den Wert dieser drei Winkel die Lage 
des Körpers eindeutig bestimmt. 

Diese drei Winkel können daher als die generalisierten 
Koordinaten unseres Problems gewählt werden, und wir 
wollen setzen: 

p =Á, 2, = B, P = 0. 


Um die Lage dieser Winkel drastisch zu versinnlichen, 
können wir uns den Körper in einer sogenannten carda- 
nischen Aufhängung denken. Von drei konzentrischen 
Ringen liege der erste fix in der xx-Ebene; der zweite sei 
im ersten um die fixe x-Achse drehbar und liege augen- 
blicklich in der Ebene ZO R; der dritte sei im zweiten um 
die Achse O R drehbar und liege augenblicklich in der Ebene 
ROY. Dieser trage erst den darin um die Achse O£ dreb- 
baren Körper, ın dem eine gegebene, starr mit ihm ver- 
bundene zu O£ senkrechte Gerade augenblicklich die Lage 
OE habe. 


$ 14. Generalisierte Kräfte bei der Drehung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt. 


Ehe wir an die Aufstellung der Bewegungsgleichungen 
gehen, wollen wir folgende Aufgaben lösen: 1. Welche Lagen- 
änderung erfährt der Körper, wenn B und C konstant bleiben 
und bloß A einen unendlich kleinen Zuwachs dA erfährt? 
Dabei bleibt selbstverständlich wie immer die Lage der 
fixen Koordinatenachsen im Raume unveränderlich. Da C 
und B konstant. bleiben, so bleibt die Neigung der beweg- 
lichen x-Achse gegen die fixe konstant und auch der Winkel- 
abstand der beweglichen Abszissenachse von OR. Es rückt 
nur OR um 8A vor. Der ganze Körper dreht sich also, 
da er fix mit dem beweglichen Koordinatensysteme ver- 
bunden ist, um die Ache OZ im positiven Sinne um den 
Winkel ôA. 

Diese Drehung kann in zwei Komponenten zerlegt 
werden, eine um eine Achse, die mit der Richtung, welche 
augenblicklich der Achse OL zukommt, zusammenfällt, die 
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andere um die Achse OR,, welche die Durchschnittslinie 
der Ebene der beiden Z-Achsen mit der &7-Ebene ist. Die- 
selbe steht natürlich senkrecht auf OE und OR, muß also 
mit Or; denselben Winkel B bilden, den O mit OR bildet, 
und wir wollen sie in dem Sinne ziehen, daß dieser Winkel 
von On gegen OR, gezählt gleich B, nicht um z davon 
verschieden ist. 

RnR, und R, Zi sind in der Fig. 1 die beiden größten 
Kreise, in denen einerseits die £,-Ebene, andererseits die 
Ebene der beiden Z-Achsen die Kugel schneiden. 

Wir wollen noch den Kosinus irgend eines Winkels 
mit dem entsprechenden kleinen lateinischen, den Sinus mit 
dem entsprechenden kleinen griechischen Buchstaben be- 
zeichnen, also setzen: 


86) cosB=b, suB=f, cosC=¢e, sn0=7. 


Dann ist ed A die Komponente der Drehung öA um die 
Achse OL, und yA die Komponente um die Achse OR. 
Letztere kann wieder in zwei Komponenten um die Achsen 
OE und On zerlegt werden. Da die Achse O£ mit OR, 
den Winkel 90° + B bildet, so sind die beiden letzteren 
Komponenten — fy ðA und byðd. Die gesamte Lagen- 
änderung, welche der feste Körper erfährt, wenn B und C 
konstant bleiben, dagegen A um ö A wächst, kann also durch 
-drei Drehungen cöA, —$yöA und 5yöA um die drei be- 
weglichen Koordinatenachsen hervorgerufen gedacht werden. 

2. Nun soll A und C konstant bleiben, dagegen B um 
öB wachsen. Dann macht das hewegliche Koordinaten- 
system und daher auch der fix damit verbundene feste 
Körper die Drehung — öB um die Achse OL. 

3. Wenn endlich A und B konstant bleiben und nur 
C um ôC wächst, so dreht sich der Körper um deu Winkel 
öC um die Achse OR, welche Drebung in die beiden Kom- 
ponenten bô C und fC um OE und Oq zerlegt werden 
kann. Wenn wir im folgenden von „Drehungen um die 
Achsen OŁ, On, O£“, oder von „Kräftemomenten oder 
Komponenten eines Vektors bezüglich derselben“ ete. sprechen, 
so ist das immer ein abgekürzter Ausdruck, statt zu sagen 
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„um oder bezüglich solcher Achsen, welche mit den Richtungen 
zusammenfallen, die augenblicklich die Koordinatenachsen 
OE, Oy, OL haben“. Wir können das Resultat unserer 
Betrachtungen in der folgenden Tabelle darstellen, wo unter 
jeder Winkeländerung diejenigen Drehungen verzeichnet sind, 
welche zusammen jener Winkeländerung entsprechen. 


87) 


Wir wollen nun zunächst die generalisierten Kräfte 
finden. Da die Winkel A, B, C die Rolle der generalisierten 
Koordinaten spielen, so finden wir die generalisierten Kräfte, 
indem wir gleichzeitig 4, B, C um ĝ 4A, ôB und ôC wachsen 
lassen und die bei der hierdurch erzeugten Lagenänderung, 
welche wir die Lagenänderung K nennen wollen, geleistete 
Arbeit — ô” V aufdie Form P, 34 + P} ôB + P,öC bringen. 
Die Koeffizienten der Variationen der generalisierten Ko- 
ordinsten sind dann die generalisierten Kräfte. Da sich 
unendlich kleine Drehungen addieren, so setzt sich die 
Lagenänderung K aus der Summe aller im Schema 87) ver- 
zeichneten Drehungen zusammen. Sie kann daher durch 
drei Drehungen erzeugt gedacht werden, eine Drehung um 
die Achse O£ um den Winkel — $ydA+5öC, eine um 
die Achse O7 um den Winkel 5y85A4+BöC, und eine 
Drehung um die Achse O% um den Winkel có 4 — ôB. 

Näch Formel 85) ist die Arbeit, welche geleistet wırd, 
wenn sich ein fester Körper um irgend eine Achse um einen 
unendlich kleinen Winkel dreht, gleich dem Produkt des 
Drehungswinkels in die Summe der Momente aller auf den 
Körper wirkenden Kräfte bezüglich jener Achse. Bezeichnen 
wir daher die Summe der Momente aller auf unseren festen 
Körper wirkenden Kräfte bezüglich der Achsen OE resp. 
On und Of mit D resp. E und F, so finden wir die durch 
die Drebung um Of geleistete Arbeit, iadem wir den be- 
treffenden Drehungswinkel mit D multiplisieren, und das- 
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selbe gilt für die Achsen On und OL. Da ferner die 
gesamte Arbeit, welche bei der Superposition mehrerer 
unendlich kleiner Bewegungen geleistet wird, immer gleich 
der Summe der bei diesen Bewegungen einzeln geleisteten 
Arbeiten ist, so ist die gesamte mit — ó” V bezeichnete Arbeit 
gleich: 


D(-ByöA+bü0) + ElbyöA+B50) + FLCöA— IB. 
Setzt man den Koeffizienten von dA in diesem Ausdrucke 
gleich P,, den von ÖB gleich P,, den von öC gleich P,, 
so erhält man: 

88) P, =—8yD+byE+cF, P, =— F, P,=bD+ßE. 


$ 15. Lebendige Kraft eines starren Körpers, der sich um 
einen festen Punkt dreht. 


Wir wollen nun weiter den Wert berechnen, welchen 
die lebendige Kraft T des Körpers zu irgend einer Zeit t 
hat. Wir lassen zu diesem Zwecke eine unendlich kleine 
Zeit dt vergehen und bezeichnen mit d4, @B und dC die 
wirklichen Zuwächse dieser drei Winkel während der Zeit dt. 
Das Schema 87) gilt für beliebige unendlich kleine Zuwächse 
der Winkel, daher auch fur die Zuwächse dA, dB und dC. 
Die während der Zeit di? eintretende Lagenänderung des 
Körpers ist also äquivalent drei Drehungen, einer um den 
Winkel 
s9) dg=-— Byda+bdc 
um die Achse O&£, einer zweiten um den Winkel 
90) dy =bydA + ßdC 
um die Achse On, und einer dritten um den Winkel 
91) dy=cdA-—dB 
um die Achse OY. 

Die durch diese drei Drehungen erzeugte Lagenänderung 
kann man auch durch eine einzige Drehung um den Winkel 


dw = Ya)? + (dx)? + (dw)? 
um eine Achse 2 ersetzen, deren Winkel mit den drei 
Koordinatenachsen Og, On und OS mit (Q, £), (Q, n): 
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(2,£) bezeichnet werden sollen. Tragen wir die Winkel- 
drehung dw auf die Achse 2 auf, so erhalten wir nach den 
Gesctzen über die Zusammensetzung von Drehungen einen 
Vektor, dessen Projektionen auf die drei Koordinstenachsen 
OE, On, OS gleich dp, dy und dw sind. Es ist also: 
92) dg=dweos(RE, dy=dweos(2n), dy=dw cos (QRY). 

Die Achse 2 heißt die augenblickliche Drehungsachse, 
weil die ganze Lagenänderung des festen Körpers während 
der Zeit di durch eine einzige Drehung um diese Achse 
erzeugt werden kann. Wir bezeichneten den Quotienten der 
unendlich kleinen Zeit dt in die Winkeldrehung, welche 
während derselben eintritt, immer als die Winkelgeschwindig- 
keit. Es ist also dw/di=w die Winkelgeschwindigkeit 
jener Drehung um die Achse 2, welche die ganze Lagen- 
änderung des Körpers während der Zeit di herworbringt. 
Wir nennen sie die Gesamtwinkelgeschwindigkeit oder auch 
die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit; 


d 
ed = cos(A, 7) 


und 


d d 
ar = qr 009, d) 


aber nennen wir ihre Komponenten in den Richtungen 
OE, On, O%. Bezeichnen wir die letzteren mit A, u, v, so 
ist also 

93) A=wcos(2,d, u= wcos(Q, n), v=wcos(2, 8). 


Ferner finden wir, wenn wir für dø, dy und d die 
Werte 89), 90) und 91) substituieren und wieder 4’, B', C’ 
für dA/dt, dB/dt, dOjdt schreiben: 


d ’ d ’ P 
i im = py +b, n= ybr A eO, 
dy = ER 
va dr =c B. 
Nun sahen wir (vergl. Formel 8%), daß die lebendige Kraft 
eines Körpers, dessen gesamte Bewegung in einem be- 
stimmten Zeitmomente sich aufeine bloße Drehung um irgend 
eine Achse reduziert, gleich dem halben Produkt des Träg- 


GI. 95-97.) I. § 15. Lebendige Kraft der Drehung. 59 


heitsmomentes des Körpers bezüglich dieser Achse in dar 
Quadrat der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit des 
Körpers ist. Daher ist die lebendige Kraft unseres Körpers 
T= 4Kw?, wobei K dessen Trägheitsmoment bezüglich der 
Geraden 2, also der augenblicklichen Drehungsachse ist. 
Es seieu &, 7, die Koordinaten irgend eines Massen- 
teilchens m des Körpers bezüglich der beweglichen Ko- 
ordinatenachsen. Ferner sei 
9=Im+d, H=Em Et, J= Em n) 
C=5mnrig, H= méi J =S mEn, 
wobei die Summen über alle Massenteilchen des Körpers zu 
erstrecken sind. Da die beweglichen Koordinatenachsen 
unveränderlich mit dem Körper verbunden sind, so bleiben 
diese sechs Größen während der ganzen Bewegung konstant. 
G, H und J sind die Trägheitsmomente des Körpers be- 
züglich der drei beweglichen Koordinatenachsen. G, H, J, 
G, H', J sind dieselben Größen, die wir in 8 58 des L Teiles 
mit a, b, c, d, e, f bezeichnet haben, während die dort mit 
&, 8, y bezeichneten Richtungskosinus der Achse, bezüglich 
welcher das Trägheitsmoment gesucht wird, jetzt die Werte 
àjo, ujo, v/o haben. Das Trägheitsmoment bezüglich der 
Achse 2 ist also nach der dort entwickelten Formel 151) 


2 s x? » Bon! 2 
K=-6H + HH I Ga 22T, 


woraus durch Multiplikation mit 4}? folgt: 
95) T=}(G} + Hp + Jr) — Oun Hv- Thy. 


Da wir die Lage der beweglichen Koordinatenachsen 
relativ gegen den festen Körper wählen können wie wir wollen, 
so wird es am zweckmäßigsten sein, dies so zu tun, daß sie 
Hauptträgheitsachsen des festen Körpers sind. Da nach 
859 des L Teiles jeder Körper mindestens drei aufeinander 
senkrechte Hauptträgheitsachsen hat, so ist dies immer mög- 
lich. Dann wird @ = H' = J' = 0, daher: 


n 12 u? a 
96) Kt +H a ra 
97) T=4(G}P + Hu: + JM. 
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Hätte der Körper keine andere Drehung, als die mit 
der Wınkelgeschwindigkeit A um die Achse O, so wäre 
T=}63?. Ebenso wäre die lebendige Kraft, wenn nur 
die Drehungen um die Achse O ņ resp. O% vorhanden wären, 
} Hu? resp. 4Jv?. Die gesamte lebendige Kraft ist die 
Summe dieser drei lebendigen Kräfte, welche den Drehungen 
um O& resp. On und OY allein entsprechen, wenn diese 
Koordinatenachsen Hauptträgheitsachsen sind, nicht aber in 
allen anderen Fällen, wie überhaupt die lebendige Kraft der 
Superposition mehrerer Bewegungen keineswegs immer gleich 
der Summe der lebendigen Kräfte der Einzelbewegung ist. 


816. Die Eulerschen Gleichungen. 

Da wir drei verallgemeinerte Koordinaten haben, so 
haben wir in den Lagrangeschen Gleichungen 43) zu 
setzen h = 1, 2 und 3. Wir wollen zunächst die Gleichung 

d T 
98) T= Sa abi. 
m welche wir erhalten, wenn wir è = 2 setzen. Da 
= B ist, so wird: 


a =F 
Bei Bildung des partiellen Differentialłquotienten sind die 
beiden übrigen generalisierten Geschwindigkeiten, also 4’ 
und ©”, sowie alle Koordinaten A. B, C, daher auch b, ĝ, c, y 
ganz wie Konstante anzusehen. Nach den Gleichungen 94) 
enthält von den drei Grüßen 2, æ, v bloß die letzte die 


Größe B’ und es ist r = — 1, daher wird: 
a= p= l =Hr+@n- Jy. 


Bei der Differentiation nach p, = B muß 4, 0, 4’, B’, C", 
daher auch c und y konstant betrachtet werden. Es folgt, 
wenn man sich der Bedeutung von b und ĝ erinnert, aus 
den Gleichungen 94) 

ðh 


POA AE 
du v4’ ð» 
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daher: 
tt 

Die Substitution dieser Werte und des Wertes von P, 

aus den Gleichungen 88) in Gleichung 98) liefert: 
a /öT oT oT 
99) leer tr 

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen könnten wir 
ableiten, indem wir in den Lagrangeschen Gleichungen 
h= 1 und k = 83 setzen. Wir gelangen jedoch durch eine 
andere Betrachtungsweise rascher zum Ziele Es wurden 
zwar die Winkel 4,B,C, welche bezüglich der Koordinaten- 
achsen eine unsymmetrische Lage haben, zur Ableitung der 
Gleichung 99) benutzt, sie kommen jedoch in der Gleichung 
selbst gar nicht mehr vor. Dieselbe enthält vielmehr bloß 
Größen, welche sich bei zyklischer Vertauschung der Ko- 
ordinatenachsen selbst zyklisch vertauschen. 

Genau so wie wir die Gleichung 99) ableiteten, hätte 
man eine andere Gleichung ableiten können, indem man 
den Winkel der beiden Abszissenachsen mit C, die Winkel 
der y- resp. 7-Achse mit der Durchschnittslinie der beiden 
ux-Ebenen mit A resp. B bezeichnet hätte. Dann hätte 
man dieselbe Gleichung erhalten; nur wären darin die 
Größen 7, u, v, ferner die Größen D, E, F und ebenso 
G, H, J untereinander zyklisch vertauscht. Es werden also 
jedenfalls auch noch die beiden durch zyklische Vertauschung 
aus 99) folgenden Gleichungen 
d /87 ôT oT 

(a), +? 


di 
100) 
d (oT oT oT 
u) Hirte 
richtig sein müssen. Hierbei ist nach 95) 
LAREN RE N 
101) =J Hp- GY 


BIO: WR: RE mE 
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daher: 
102) „$= — pË = WEN + (ur) +E hp hv. 


Wählt man die beweglichen Koordinatenachsen so, daß 
sie Hauptträgheitsachsen des festen Körpers sind, was man 
natürlich immer tun wird, wenn nicht ganz spezielle Gründe 
dagegen sprechen, so wird G' = H = J' = 0, daher 

ôT 01 ôT 
103) ch ea gra” 


und die Gleichungen 99) und 100) verwandeln sich’ in: 
GH=(H-Nur+D 


104) E=W-OQis+E 
dv 
JÊ? =(R-Mip+ P. 


Diese Gleichungen heißen die Eulerschen Gleichungen. 
Sie bestimmen zunächst A, u, v als Funktionen der Zeit und 
man hat dann noch A, B und C durch Integration der 
Gleichungen 94) als Funktionen der Zeit zu berechnen, wo- 
durch erst die Bestimmung der Bewegung des Körpers, d. h. 
seiner Lage zu jeder Zeit gelungen ist, eine Aufgabe, die 
freilich häufig dadurch erschwert wird, daß man die Mo- 
mente D, E, F der Kräfte erst berechnen kann, wenn man 
die Bewegung des Körpers im Raume selbst schon kennt. 


$ 17. Behandlung dreier einfacher Spezialfälle. 


Aus den Gleichungen 104) ist sofort folgendes er- 
sichtlich: 

1. Wenn die drei Hauptträgheitsmomente G, H und J 
verschieden sind, und keine äußeren Kräfte wirken, also 
D = E = F = Q ist, so können die Gleichungen 

sE _ du _ dv 
en 
nur dann bestehen, d.h. die Rotationsachse kann ihre Lage 
gegen den Körper nur dann unverändert beibehalten, wenn 
entweder u=v=0 oder Ä=vr=(0 oder J=u=0 ist, 
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d. h. wenn die Drehung um eine der drei Hauptträgheits- 
achsen stattfindet. Es stimmt dies mit dem im I. Teile, 
8 60 gefundenen Resultate überein, daß, wenn ein Körper 
um eine unveränderliche Achse rotiert, die nicht Haupt- 
trägheitsachse ist, stets Kräfte auf diese Achse wirken 
müssen. 

2. Wenn aile drei Hauptträgheitsmomente gleich sind, 
so werden die Gleichungen 104) voneinander unabhängig 
und jede derselben stimmt mit der (Gleichung überein, 
welche wir für die Drehung um eine feste Achse erhalten 
haben. Es wird also dann die Drehung um eine der Ko- 
ordinatenachsen durch die Drehung um die beiden anderen 
Koordinatenachsen nicht beeinflußt (als nur dadurch, daß 
durch jene anderen Drehungen etwa die Momente der Kräfte 
bezüglich der ersten Koordinatenachse geändert werden). 

Die Drehung um jede der Koordinatenachsen geschieht 
also genau so, als ob der Körper nur um diese Achse 
drehbar wäre und in jedem Zeitmomente das gleiche 
Drehungsmoment um dieselbe drehend wirken würde. Wenn 
z. B. keine äußeren Kräfte wirken, so geschieht die Drehung 
um jede der Koordinatenachsen mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit. 

3. Es sollen zwei Hauptträgheitsmomente untereinander 
gleich, z. B. G = H, das dritte aber davon verschieden sein 
und keine äußeren Kräfte auf den Körper wirken, also 
D=E=F=0 sein Dann folgt aus der letzten der 
Gleichungen 104) » = konst.; die beiden anderen aber ver- 
wandeln sich, wenn man setzt 

J- G 


105) -m A =æ h 


1n 


d 
— =— hp, Sp =hì, 


woraus man ohne Schwierigkeit findet: 
108) à = icos[h(t +r), p=isinfkt+ 7]. 
i und r sind die beiden Integrationskonstanten. 


Wir wollen nun die geometrische Bedeutung der Größen 
Gà, Hu und Jv aufsuchen und zwar nicht bloß in diesem 
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speziellen, sondern im ganz allgemeinen in diesem Abschnitte 
behandelten Falle. Irgend ein Massenteilchen m des festen 
Körpers befinde sich zur Zeit ? im Punkte A des Raumes 
und gelange infolge der Drehung åd? nach B. Die Projek- 
tionen dieser beiden Punkte auf eine fixe Ebene, welche zur 
Zeit ¿ mit der nÖ-Ebene zusammenfällt, seien 4’ und BP. 
Dann ist AB =04.4.di. Die doppelte Fläche des Dreiecks 
O4 B aber ist O4’?.A.dt. Daher ist das, was wir in $ 81 
des L Teiles das Flächenmoment der Masse m bezüglich der 
Achse O£ genannt haben, gleich m. O A'?. AÀ, und die Summe 
der Flächenmomente aller Massenteilchen des Körpers be- 
züglich der Achse O& ist 4.>m04°=G%. Man sieht 
leicht, daß durch die Drehungen ud: und vdt jedes dieser 
Flächenmomente nur um einen verschwindenden Betrag 
geändert wird. Ebenso sind Hu und Jy die Summen der 
Flächenmomente aller Massenteilchen des Körpers bezüglich 
der Achsen On und OL. 

Diesen drei Größen sind (ebenfalls nach dem in $ 31 
des I. Teiles Auseinandergesetzten) zur Zeit ¿ die Kosinus 
der drei Winkel proportional, welche diejenige Achse mit 
den drei Koordinatenachsen bildet, bezüglich welcher die 
Summe der Flächenmomente aller Massenteilchen des 
Körpers ein Maximum ist. 

Nun kehren wir zu dem jetzt behandelten speziellen Falle 
zurück. Da keine äußeren Kräfte wirken, ist die Lage dieser 
Achse unveränderlich im Raume (vergl. wieder $ 31 des 
L Teiles. Wir wollen diejenige Hälfte derselben, um welche 
die Drehuug im positiven Sinne geschieht, als die positive 
O Z-Achse wählen. Dann ist also der Kosinus und Sinus 
des Winkes der beiden z-Achsen: 


07) c= Jr e J» y= Gi 
` VRH ar 0 2+J3y ’ EE E 


Diese Ausdrücke, daher auch der Winkel der beiden z-Achsen, 
sind konstant. 

Es soll nun die positive O{-Achse in dem Sinne gezogen 
werden, daß v positiv ist. Die Lage, welche die Achse der 
zu » senkrechten Winkelgeschwindigkeit YA? + p7 =; zu 
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Anfang der Zeit hat, wählen wir als O -Achse und ziehen 
sie wieder in dem Sinne, daß die Drehung des Körpers um 
die positive O&-Achse zu Anfang der Zeit im positiven 
Sinne geschieht. Dann ist für 2=0, u=0 und A positiv, 
daher in den Gleichungen 106: r =Ù und 7 positiv. Da 
auch die Drehung um OZ im positiven Sinne geschieht. so 
liegt zu Anfang, und daher immer C zwischen 0° und 90° 
und es ist in den Gleichungen 107) die Wurzel mit posi- 
tirem Zeichen zu nehmen. 
Die Gleichungen 94) liefern ferner: 


5 2 A dA sas då 
t= icoshh=— pyr u=isin(ki = by FR 
108) 
en dA dB 
v = konst. =, Ir 
Aus den beiden ersten dieser Gleichungen folgt 
dA $ 


Prhe `B = ht F 90°, 


wo die oberen oder unteren Zeichen zusammengehören, 
Aus der letzten der Gleichungen 108) folgt 


ei 
= — — àh, 
v= + Pr 
oder, wenn man die Werte c und y aus 107) substituiert: 
s=+ 2 —h. 
Damit dies mit 105) stimmt, müssen die oberen Zeichea 
gewählt werden, und man hat: 


a 3 
VeRr+J kij A, 


B=ht—-%°, A= StA = 
Die invariable Achse OZ liegt anfangs in der &&-Ebene 
zwischen der positiven &- und positiven Z-Achse, da die 
Komponente der Drehung um alle diese drei Achsen für 
t = 0 positiv ist; daher fällt O R mit der negativen O -Achse 
zusammen, da um O R die Drehung von +0 Z gegen +05 
also in unserem Falle auch von -+ Og gegen + C% eme 
positive sein soll; denn bei einer positiven Drehung um O R 
muß C wachsen. Legen wir die O Y-Achse in die Richtung. 
die anfangs On hat, also die O X-Achse in die anfängliche 
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Ebene der beiden z-Achsen und zwar in die Halbebeze, die 
OE& enthält, so ist auch 4, = — 90°. 

O% beschreibt eine Kegelfläche um die Achse OZ. 
wobei sich die Ebene der heiden x-Achsen mit der Winkel- 
geschwindigkeit 4’ = i/y um die z-Achse dreht. was einer 
Drehung des Körpers um Oğ mit der Winkelgeschwindig- 
keit v und gleichzeitig um eine in der Ebene der z-Achsen 
auf OL senkrechte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit 4 
entspricht. Die augenblickliche Drehungsachse £2, um welche 
sich der Körper mit der ebenfalls konstanten Winkel- 
der beiden z-Achsen, und zwar zwischen OZ und OL, 
wenn @>J, sonst auf der anderen Seite von OZ, da 
tg (2, &)= GijJv, tg(Q, 9) = ijv ist 


& 18. Algebraische Lösung der Aufgabe im Falle des 
Fehlens äußerer Kräfte. 


Wir gehen nun über zur Betrachtung des Falles, wo 
das Trägheitsellipsoid ein dreiachsiges Ellipsoid ist und 
keine äußeren Kräfte wirken, also D = E = F'= Q ist, so 
daß die Gleichungen 104) folgende Form annehmen: 


dì 
977 =(H— Jur 
d 
109) 5 = (J — Air 
dy 
J g; =(0— Din. 
Multipliziert man von diesen Gleichungen die erste mit A, 


die zweite mit u, die dritte mit », und addiert alle drei, 
so erhält man: 


EM Rd] ae =) = 
dt iig 


2 
Bezeichnet man daher den konstanten Wert des ein- 
geklammerten Ausdruckes mit }k2, so folgt 
110) G} + Hp + J”? = kè, 
was nichts anderes als die Gleichung der lebendigen Kraft 
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ist, da die linke Seite dieser Gleichnng die doppelte 
lebendige Kraft des Körpers darstellt. 

Multipliziert man von den Gleichungen 109) die erste 
mit GA, die zweite mit Hu, die dritte mit Jv, und addiert 
wieder, so folgt in derselben Weise 
111) ARM + StR, 
wobei h eine zweite Integrationskonstante darstellt. Da 
Gi, Hu und Jv die Flächenınomente der gesamten Masse 
des Körpers bezüglich der Achsen ^£, Un und OÇ sind 
(vergl. $ 17, Punkt 3), so ist } das maximale Flächenmoment 
des Körpers, also dessen Flächennmoment bezüglich der in- 
variabeln Achse K (vergl. I. Teil, § 31), deren Winkel mit 
den beweglichen Koordinatenachsen durch die Gleichungen 


us cos (K, 9=-0i, cos (K, 1) = Hu, 
cos (K, = 3J” 


gegeben sind. Ziehen wir sie immer in dem Sinne, daß 
das Flächenmoment des Körpers bezüglich derselben positiv 
ist, so haben wir mit positiven Vorzeichen zu wählen, und 
die Kosinus der Formel 112) haben dasselbe Vorzeichen 
wie à resp. y und v. 

Die invariable Achse K behält während der ganzen 
Bewegung ihre Lage im Raume unveränderlich bei. Dagegen 
sind die Kosinus 112) veränderlich, da die Achsen O£, On, 
Oğ% sich mit dem Körper mitbewegen und daher ihre Lage 
im Raume fortwährend ändern. 

Durch Elimination von v resp. von p aus den Glei- 
chungen 110) und 111) erhalten wir z resp. » durch A aus- 
gedrückt, Substituieren wir die betrefienden Werte von p 
und » in die erste der Gleichungen 109), so erhalten wir: 
113) di = a EU, 
Es werden also die Größen 1, p. v im allgemeinen durch 
elliptische Funktionen der Zeit dargestellt. 

Den speziellen Fall, wo zwei Hauptträgheitsmomente 


einander gleich sind, wo sich also die Funktionen auf trigono- 
5* 
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metrische reduzieren, haben wır schon erschöptend im vorigen 
Paragraphen behandelt. Die elliptischen Funktionen redu- 
zieren sich auch auf trigonometrische für 4 = k yA, wenn 
also der Abstand der im nächsten Paragrapken zu be- 
schreibenden Ebene 7 vom Mittelpunkte des Trägheits- 
ellipsoides gleich der mittleren Halbachse desselben ist. 

Wie im allgemeinen Falle die Integrale von der obigen 
Form auf die sogenannte Normalform zu bringen und in 
einfachster Weise durch spezielle elliptische Funktionen 
auszudrücken sind, wird in den Lehrbüchern für diese 
Funktionen ausführlich gelehrt. Ich will darauf um so 
weniger eingehen, als eine einheitliche Bezeichnung der 
elliptischen Funktionen noch nicht eingeführt ist. Ich will 
vielmehr zur Entwickelung einer von Poinsot begründeten 
Theorie übergehen, welche uns gestattet, uns von der Art 
der Bewegung des in Rede stehenden Körpers ein anschau- 
liches Bild zu machen. 


$ 19. Poinsots geometrische Konstruktion. 


Weder die Achsen Oé, On, OL noch das zum Punkte O 
gehörige Trägheitsellipsoid des festen Körpers verändern 
ihre Lage relativ gegen den Körper. Es genügt daher, 
sich von der Bewegung des Trägheitsellipsoides im Raume 
ein auschauliches Bild zu machen. Die Gleichung des- 
selben ist entsprechend den Gleichungen 152) und 153) des 
L Teiles, § 58 
114) GË +H + JE =1, 
wobei £, ņ. & die Koordinaten irgend eines Punktes des als 
Fläche zu denkenden Trägheitsellipsoides bezüglich der be- 
weglichen Koordinatenachsen sind. 

Die augenblickliche Drehungsachse Q bildet mit den 
Koordinatenachsen Winkel, deren Kosinus nach den Glei- 
chungen 93) gleich A/o, u/®. v/œ sind. Bezeichnen wir 
mit Q den Punkt, wo dieselbe die Fläche des Trägheits- 
ellipsoides durchsticht, so ist O Q’ derjenige Halbmesser des 
Trägheitsellipsoides, welcher die Richtung der augenblick- 
lichen Drehungsachse hat. Ist o dessen Länge, so sind 
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2 
115) = 2>, mE, = 


die Koordinaten seines Endpunktes %. Da dieser Punkt 
auf dem Trägheitsellipsoide liegt, so erfüllen diese Werte die 
Gleichungen 114). Es ist also: 


(EA gu \? er PL 
BT 
woraus folgt: 
116) o=ko, 


117) E= j nreo =; 


Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit œw ist also 
in jedem Momente proportional der Länge desjenigen Halb- 
messers des Trägheitsellipsoides, welcher die Richtung der 
augenblicklichen Drehungsachse hat. 

Wir wollen noch im Punkte Q eine Tangentialebene 7 
an das Trägheitsellipsoid legen. Die von O auf die Ebene T 
gefällte Normale habe die Länge p und bilde mit den Ko- 
ordinatenachsen die Winkel (p, £), (p, n), (p. £)- 

Wir machen nun von folgendem bekannten Satze der 
analytischen Geometrie Gebrauch. Wählt man die Achsen 
eines beliebigen Ellipsoides, dessen Halbachsen a, b, e sind. 
als Koordinatenachsen, zieht vom Mittelpunkte des Ellipsoides 
auf die im Punkte mit den Koordinaten £. 4, č an dasselbe 
errichtete Taugentialebene eine Senkrechte, so hat diese die 
Länge 


1 
P= 


DO 
Varn a 


und bildet mit den Koordinatenachsen Winkel. deren Kosinus 


cos (p, &) — pF cos (p, 7) = — Fr 
eI/—+— + b?1/— + 
For rn V UTE 
cos (p. ġ)j = 
s = lg 7 4 
ey Far Far 


sind. In unserem Falle sind die Halbachsen: 
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a=:1/)6, b=1/YH, e=1/W. 


Da Q der Berührungspurkt ist, so sind auch für $, 7, % 
die Werte 117) einzusetzen, und es wird: 


al H 

p=4: nd We 

118) 
cos(p, &) = 


Die erste Formel zeigt, daß die Länge p der von © auf die 
Tangentialebene 7 gefällten Senkrechten im Verlaufe der 
Bewegung der Körper konstant bleibt, die drei übrigen, daB 
auch die Richtung dieser Senkrechten im Raume, daher 
auch relativ gegen die fixen Koordinatenachsen unveränder- 
lich bleibt. Denn diese Senkrechte hat die Richtung der 
iuvariablev Achse, da ja die für cos(p, $), cos(p, 7) und 
cos(p, $) gefundenen Werte mit denen identisch sind, die 
wir für die Kosinus der Winkel fanden, welche die invariable 
Achse mit den beweglichen Koordinatenachsen bildet. 

Wenn wir daher iu der Richtung der invariablen Achse 
nach der Seite hin, um welche das maximale FLichen- 
moment mit positivem Zeichen erscheint, vom Punkte O aus 
die Strecke #/A auftragen und durch ihren Endpunkt eine 
zur invariablen Achse senkrechte Ebene 7 legen, so wird 
dıese Ebene während der ganzen Bewegung des Körpers 
vom Trüägheitsellipsoid berührt. 

Wir berufen uns ferner auf folgenden allgemeinen 
phoronomischen Satz. Es seien uns zwei beliebige bewegte 
Körper gegeben, die sich in einem Momente in einem Punkte 
berühren, an dem die Oberfläche keines der beiden Körper 
eine Kante oder Spitze hat. Es sind drei Fälle möglich: 
1. In der Relativbewegung des zweiten Körpers gegen den 
ersten Körper ist die Komponente der Geschwindigkeit des- 
jenigen Punktes P des zweiten Körpers, in dem dieser den 
ersten berührt, normal zur Berulrrungsebene von Null ver- 
schieden. Sie muß, da wir die Gestalt der Körper als 
unveränderlich voraussetzen, in bezug auf den ersten Körper 
nach außen gerichtet sein, die beiden Körper trennen sich 
(wenigstens an dieser Stelle, Diese Geschwindigkeit muß 
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sich zudem unmittelbar vorher diskontinuierlich mit der Zeit 
geändert haben, da sonst der Punkt P des zweiten Körpers 
aus dem Innern des ersten herauskommen müßte. 2. Diese 
Normalkomponente ist Null, aber der Punkt P hat relativ 
gegen den ersten Körper eine von Null verschiedene Ge- 
sehwindigkeitskomponente, deren Richtung in die gemeinsame 
Tangentialebene fällt; dann sagt man, die Körper gleiten 
an dieser Stelle aneinander. 3. Auch die Tangentialkompo- 
nente der Geschwindigkeit des Punktes P der relativen 
Bewegung des zweiten Körpers gegen den ersten Körper ist 
Null, so daß dessen Weg bei dieser Relatirbewegung während 
emer unendlich kleinen Zeit dt klein höherer Ordnung als 
34 ist, also durch dt dividiert mit abnehmendem dt der 
Grenze Null zueilt; dann sagt man, die Körper rollen auf- 
einander: 

Die folgende ist eine allgemeinere Definition des Rollens, 
von welcher die soeben gegebene ein Spezialfall ist und 
welche auch den Fall einschließt, daß mehrere Berührung»- 
punkte vorbanden sind, die auch in Kanten oder Spitzen 
der Obertlächen liegen können; nur schließen wir den Fall 
aus, daß auf eine endliche Strecke unendlich viele Kanten 
oder Spitzen fallen. „Zwischen den Zeiten t und ¿+ dt 
findet ein Rollen zweier fester Körper aufeinander statt, 
wenn eine oder mehrere Stellen vorhanden sind, wo die 
Oberflächen beider Körper zur Zeit t die Entfernung Null 
hatten, und wenn an allen diesen Stellen je zwei Punkte des 
einen und anderen Körpers, welche zur Zeit : die Entfernung 
Null hatten, auch zur Zeit ¿+ dt eine Entfernung haben, 
die unendlich klein höherer Ordnung als dë ist.“ 

Das Tragheitsellipsoid berührt die Ebene 7 nur in einem 
Punkte, und zwar hat der Punkt des Trägheıtsellipsoides, 
in welchem dieses die Ebene T berührt, weder eine normale 
noch tangentiale Geschwindigkeit, da er in der augenblick- 
lichen Drehungsachse liegt, deren sämtliche Punkte momentan 
ruhen (während d# nur Wege zurücklegen, die unendlich 
klein höherer Orduung als dż sind), Das Trägheitsellipsoid 
rollt also auf der festen Ebene 7, wodurch seine Be- 
wegung vollständig bestimmt ist. 
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$ 20. Poloide, Berpoloide. 


Die Bahn des festen Körpers, d. h. der Inbegriff der suk- 
zessiven Lagen, die er in: Verlaufe der Zeit annimmt, sowie auch 
der sukzessiven Lagen der augenblicklichen Drehungsachse 
ist durch die Gestalt und Größe des Trägheitsellipsoides und 
den Wert des Verhältnisses k/h vollständig bestimmt. Die 
Wiukelgeschwindigkeit der Drehung ist gleich dem mit k 
multiplizierten Halbmesser ọ des Trägheitsellipsoides, dessen 
Endpunkt in der Ebene T liegt. Um daher die Geschwindig- 
keit des Körpers in seiner Bahn bestimmen zu können. muß 
man k und % separat kennen. Die Punkte, in denen nach- 
einander die Berührung des Tirägheitsellipsoides und der 
Ebene T stattfindet, bilden sowohl auf dem Ellipsoide als 
auch auf der Ebene eine kontinuierliche Kurve. Die erstere 
Kurve heißt die Poloide, die letztere die Serpoloide. Die 
Poloide hat eine lemniskatenartige Gestalt und besteht aus 
einem zusammenhängenden Zuge oder aus zwei abgeson- 
derten Teilen. Die Serpoloide ist eine sternartige ge- 
schlossene oder ungeschlossene Kurve, ähnlich den ın den 
Figg. 10, 11 etc. des J. Teiles, $ 22 dargestellten Bahnen 
bei der Zentralbewegung. 

Die Poloide ist der geometrische Ort aller Durch- 
schnittpunkte der augenblicklichen Drehungsachse mit der 
Oberfläche des Trägheitsellipsoides. Bezeichnen wir wie im 
vorigen Paragraph mit é, 7, £ die Koordinaten eines dieser 
Punkte (des Punktes 2), so folgt aus den Gleichungen 111) 
und 117): 


@ E 4 Hn + Pi -~ 


Der Punkt 2 liegt also auch noch auf dem durch 
diese Gleichung dargestellten Ellipsoide, dessen Halbachsen 
ler Richtung nach mit denen des Trägheitsellipsoides zu- 
‚ammenfallen, aber die Längen haben: 


h h 
k@’ kB?’ 


ai 
si” 
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Das letztere Ellipsoid ist also gestreckter, d. h. es weicht 
von der Kugelgestalt stärker ab als das Trägheitsellipsoid. 

Die Durchschnittslinie der beiden Ellipsoide ist die 
Poloide. Es mögen beide Ellipsoide dreischsig sein 
und zwar si G< H<J, so daß also zur Achse O& die 
größte Halbachse beider Ellipsoide und das kleinste Träg- 
heitsmoment des Körpers gehört. Dieser soll nun unver- 
ändert bleiben und wir studieren verschiedene Bewegungen 
desselben, wobei die Anfangslage der augenblicklichen 
Drehungsachse. also das Verhältnis A/L wechseln soll, welches 
ja von den Aufangsgeschwind:gkeiten der Teilchen des Kör- 
pers abhängt. Dann bleibt also das Trägheitsellipsoid un- 
verändert und auch las zweite Ellipsoid bleibt ähnlich zu 
sich selbst und ändert nur seine absolute Größe. 

Solange A/k< VG ist, sind alle drei Halbachsen des- 
selben kleiner als die des Trägheitsellipsoides; es liegt also 
das zweite Ellipsoid ganz innerhalb des Trägheitsellipsoides 
und die betreffenden Werte der Konstanten entsprechen 
keiner möglichen Bewegung. Wird kjk = VG, so berühren 
sich beide Ellipsoide an den beiden Polen der großen 
Achse. Der Körper dreht sich also mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit um die Achse des kleinsten Trägheits- 
momentes. Ist A/k ein wenig größer, so beginnen sich beide 
Ellipsoide ein wenig zu schneiden und zwar anfangs in zwei 
ganz kleinen, die beiden genannten Pole umgebenden Kursen. 
Die augenblickliche Drehungsachse bleibt also immer ganz 
nahe der Achse des kleinsten Trägheitsmomentes. Mit 
wachsendem Werte von k/k wächst auch das zweite Eilipsoid. 
Die beiden Schnittkurven entfernen sich immer mehr von 
den beiden Polen der größten Achse und vereinigen sich 
endlich zu einer einzigen Kurve, welche sich an zwei mit 
den Polen der mittleren Achse des Trägheitsellipsoides zu- 
sammenfallender Punkten selbst durchschneidet und in der 
Form der sich selbst durchschneidenden Lemniskate ähnelt. 
Die Drehung kann zwar auch mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit um eine Achse stattfinden, welche die Rich- 
tung der mittleren Halhachse des Trägheitsellipsoides hat, 
aber die augenblickliche Drehungsachse kann sich nicht in 
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einem Kegel hewegen, dessen Seite immer einen sehr kleinen 
Winkel mit der Richtung der mittleren Halbachse des 
Trägheitsellipsoides einschließt. 

Wächst %/k noch mehr, so zerfällt die lemniskaten- 
artige Kurve wieder in zwei getrennte Hälften, welche aber 
jetzt die beiden Pole der kleinsten Achse des Trägheits- 
ellipsoides umgeben und sich immer mehr nach diesen 
zurückziehen, bis für A/k = yJ die Berührung nur mehr in 
diesen stattfindet, der Körper also um die Achse seines 
größten Trägheitsmomentes rotiert. Ein ein wenig kleinerer 
Wert von j/k entspricht einer Bewegung des Körpers wo- 
bei die augenhlickliche Drehungsachse immer sehr nahe der 
Achse des größten Trägheitsmomentes liegt. Größeren 
Werten entspricht keine mögliche Bewegung mehr. 

Apparate zur Versinnlichung der geometrischen Dar- 
stellung der Bewegung eines frei um einen Punkt dreh- 
baren Körpers haben Mach, Obermayer!) und andere 
konstruiert. 

Die eine Hälfte des Trägheitsellipsoides ist aus Holz, 
Gips oder Metall modelliert und mittels eines Kugeigeleukes, 
das sich im Mittelpunkt des Ellipsoides befindet, nach allen 
Richtungen frei drehbar. Das Kugelgelenk wird durch 
folgende Vorrichtung getragen. 

An einem horizontalen Brette, das die oben besprochene 
Ebene 7 darstellt, ist eine vertikal nach aufwärts gehende 
Stange befestigt, welche einen horizontalen Querstah trägt. 
Dieser Stab trägt dann nochmals höher oder tiefer stellber 
eine kürzere vertikal nach abwärts gerichtete Stange, an 
deren unterem Ende das Kugelgelenk angebracht ist; man 
stellt nun die letztere Stange bald tiefer, bald weniger tief. 
jedoch immer so, daß das Ellipsoid das Brett berührt und 
kann bei jeder Einstellung der Stange vermöge des Kugel- 
gelenkes das Ellipsoid auf dem Brette in solcher Weise 
wälzen, daß es ohne Gleitung rollt. Es führt dann genau 
dieselbe Bewegung aus, welche das mit einem frei um einen 
Punkt drehbaren Körper fest verbundene Trägheitsellipsoid 


1) Carls Repertorium Bd. 4, S. 361 und Bd. 15, S. b4. 
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bei der ohne Einfluß von Kräften nach den Gesetzen der 
Mechanik erfolgenden Bewegung des Körpers ausführen 
würde. 

Legt man durch die Serpoloide einen im Raume festen 
Kegel, durch die Poloide einen fest mit dem bewegten 
Körper verbundenen Kegel, welche beide ihre Spitze im 
festen Punkte O haben, so rollt während der Bewegung deı 
letztere Kegel auf dem ersteren. 

Man kann auch aus dieser Konstruktion die schon ge- 
fundenen Sätze über die Stabilität der Rotation um die 
Achse größten und kleinsten 'Trägheitsmomentes und die 
Labilität der Rotation um die Achse des mittleren Haupt- 
trägheitsmomentes herleiten. Wenn sıch nämlich der Körper 
anfangs um eine Achse drehte, die mit der größten Achse 
des Trügheitsellipsoides einen sehr kleinen Winkel bildet 
(d. h. einen Winkel der klein ist gegen den Quotienten der 
größten Halbachse in die Differenz der größten und mittleren 
Halbachse), so ist p nur wenig kleiner als die größte Halb- 
achse des Trägheitsellipsoides und alle Halbmesser des- 
selben, welche erhebliche Winkel mit der größten Achse 
bilden, sind kleiner als p, reichen daher nicht bis zur Ebene T. 
Die Drehung muß also immer um eine Achse geschehen, 
die sehr nahe der größten Halbachse liegt, diese ist stabile 
Rotationsachse. Man kann auch sagen: Wenn sie anfangs 
Rotationsachse ist und dann eine sehr kleine, nur während 
kurzer Zeit wirkende störende Kraft auf den Körper wirkt, 
so weicht die gestörte Bewegung nach Aufhören der stören- 
den Kraft für alle spätere Zeit nur sehr wenig von der 
ursprünglichen ab. 

Man beweist ebenso, daß auch die kleinste Achse des 
Trügheitsellipsoides in demselben Sinne eine stabile Rota- 
tionsachse ist. Die Rotation kann auch eine beliebig lange 
Zeit hindurch gleichförmig um die mittlere Achse des Trüg- 
heitsellipsoides geschehen. Tritt aber dann durch kurze 
Zeit eine kleine störende Kraft auf, so geschieht nach ihrem 
Verschwinden die Rotation nicht mehr genau um die mittlere 
Achse. Die Gestalt der Poloide gleicht dann der einer 
Lemniskate, die sich nahezu an der Stelle, wo die mittlere 
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Achse die Ellipsoidfläche trifft, selbst schneidet, die der 
Serpoloide einer Spirale ähnlich der Bahn bei der Zentral- 
bewegung, die dem Fußpunkte der Senkrechten p beliebig 
nahe kommen und sich beliebig oft um ihn herumschlingen 
kann und dann wieder davon entfernt. Die augenblickliche 
Drehungsachse entfernt sich daher immer mehr und schließ- 
lich um endliches von der mittleren Achse des Trägheits- 
ellipsoides. Man sagt, die Rotation um diese kann zwar 
andauern, ist aber labıl, 

Falls das Trägheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid ist, 
sieht man leicht, wie diese geometrische Darstellung wieder 
zu den Resultaten führt, die wir schon in $ 17 analytisch 
ahleiteten. 


$ 21. Allgemeine Gleichungen für die Drehung eines 
schweren Rotationskörpers um einen festen Punkt. 


Wir haben den Fall, daß zwei Hauptträgheitsmomente 
eines um einen festen Punkt beliebig beweglichen festen 
Körpers bezüglich dieses Punktes untereinander gleich sind, 
schon in § 17 ausführlich unter der Voraussetzung diskutiert, 
daß keine äußeren Kräfte wirken. Wir kehren zu diesem 
Falle, weil er der physikalisch wichtigste ist, nochmals 
zurück und setzen zunächst allgemein die Wırksamkeit ganz 
beliebiger äußerer Kräfte voraus. Später werden wir be- 
sonders auf die Schwerkraft unser Augenmerk richten, 

Wir wählen die Achse des von den beiden anderen 
verschiedenen Tragheitsmomentes zur OL-Achse, so daß 
also G =H ist und die allgemeinen Gleichungen 104) 
folgendermaßen lauten: 


| D= GK +(J— @uv 

E = Gg —(J— Air 

F= Jr. 
Wir wollen bloß das Drehungsmoment F um die Achse OY 
in unseren Rechnungen belassen, es aber aus einem sogleich 


ersichtlichen Grunde mit — 3 bezeichnen. Statt D und E 
aber wollen wir die Drehmomente € und N der äußeren 


119) 
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Kräfte um die Achsen OR und O Z eınführen. Man findet 
aus den rechtwinklgen spharıschen Dreiecken ERZ und 
n RZ der Fig. 1, § 13, Seite 53 leicht 

120) eos(08,0Z)=—Pyr. cos(0y.0Z)=by 


(vergl. das spater vorkommende Schema 139) § 23). Es 


ıst also: 
E=Db+Eß, 


Y=—-Dßy+Eby+Fe. 
Wır wollen hier fur D, E. F. die Werte 119), darin aber 
fur 7, u, v die Werte 94) und für X, w, v die daraus durch 
Differentiation nach der Zeit folgenden Werte: 
X =— pys +b by AB — peA CBC 
u =by s 4B — BYA B belt +bB cl 
y =c" —B"—y8 C 
substituieren. Es folgt: 
© = G(0" — cy 4dY)+Jyrle4?— £ B) 
d , 
A = Je 4—eBN+6y’4]= 
121) = JA’ —ceB'—2eyd O +yB' C)+ 
+ Gly? 4' + 2cy A C) 
d z m rr ’ 
B= J zr(— c4 +B)=J(-c4"+B’+y40). 
Man hätte dıese Relationen leicht direkt aus den La- 
grangeschen Bewegungsgleichungen 43) in der folgenden 
Weıse erhalten können. Man sıeht sofort. daß nach der 
durch Gleichung 32) ausgedruckten Definition der verall- 
gemeıinerten Kraft die Großen A, Y und E die verallgemei- 


nerten Kräfte nach den Koordinaten A, B und © sind. Es 
liefern daher die Lagrangeschen Gleichungen 


a 9T 08. 
FE F ir 7 Hi 
. d èT ar 
122) I op aE T 
d ôT oT 
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Nun ist aber die lebendige Kraft: 
T= Za FEJE Zy, 
Die Substitution der Werte 94) gibt: 
123) T= E24 0944 BY. 


Die Einführung dieses Wertes in die Gleichungen 122) 
liefert sofort die Gleichungen 121} Es ist mir nicht ganz 
verständlich, warum Helmholtz, welcher dieselben Glei- 
chungen nach der letzteren Methode entwickelt hat, sagt, 
das Moment B (Helmholtz nenut es C) müsse seinen Stütz- 
punkt am inneren beweglichen Ringe der kardanischen Auf- 
hängung haben, durch welche er sich die freie Beweglich- 
keit des Körpers um einen Punkt vermittelt denkt. Für 
die bloße Tatsache, daß die Achse des Momentes 8 sich 
mit der Achse des größten Hauptträgrheitsmomentes des 
Körpers mitbewegen muß, ist doch dieser Ausdruck nicht 
ganz der rıchtige. 

Falls das Moment der auf den festen Körper wirkenden 
Außeren Kräfte zu allen Zeiten bezüglich der Achse Oğ des 
von den beiden anderen verschiedenen Hauptträgheits- 
momentes gleich Null ist, was z. B. immer der Fall ist, 
wenn die Angriffspunkte aller äußeren Kräfte auf dieser 
Achse liegen, ist B = 0, und die dritte der Gleichungen 121) 
liefert: 

124) cå — B = v = konst. 


Die Gleichungen 121) vereinfachen sich dann und man 
erhält: 
d 
= —(J Gy’ d 
125) x d t ` ve + y Y 
C = 6(("—ceyAY)+JyrA. 
Wir spezialisieren nun diese Formeln weiter, indem 


wir annehmen, daß auf den in Rede stehenden Körper, der 
bezüglich des Drehpunktes zwei gleiche Hauptträgheits- 


1) Helmholtz, Die physikalische Bedeutung des Prinzips der 
kleinsten Wirkung, Borchardts Journ. Bd. 100, 8. 154; Ges. Abb. 
Bd. 3, S. 228. 
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momente bat, nur eine einzige Kraft » von unveränder- 
licher Größe und Richtung wırkt, deren Angrifispunkt auf 
der durch den Drehpunkt gehenden Hauptträgheitsachse 
OL liegt, der das verschiedene Tlauptträgheitsmoment ent- 
spricht. Dieser Fali ist z. B. realisiert, wenn bloß die 
Schwere auf den Korper wirkt und sein Schwerpunkt in 
OL liegt. 

Wir wählen dje unveränderliche Richtung der Kraft 
zur negativen fixen O Z-Achse. ziehen also im Falle der 
Schwere die positive fixe O Z-Achse vertikal nach aufwärts. 
Ferner wahlen wir diejenige Halbachse, auf welcher der 
Angrıfispunkt der Kraft p, also ım Falle der Schwere der 
Schwerpunkt liegt, als positive OX-Achse und hezeichnen 
dessen Entfernung vom Drehpunkte mit Z, so daß also im 
Falle der Schwere p das Gewicht des Körpers und ? die 
Entfernung des Schwerpunktes vom Drehpunkte ist. Die 
Kraft p übt jetzt nur ein Moment ply aus, welches den 
Winkel C zu vergrößern sucht, keines in der Richtung der 
Winkel A oder B. Es ist also: 


A=3=0, E=piy, 
und dıe Gleichungen 125) verwandeln sich in 
126) Jv+GyYP4=x, 

127) G(C"— er 43 + Jvy d =ply, 


wobei x eime Konstante ist. Dazu kommt noch die Glei- 
chung 124} 

Ch, Hp und J» sind die Flächenmomente des Kör- 
pers bezüglich der Richtungen, weiche die Achsen Oé, On, 
OŁ augenblicklich im Raume haben. 


128) GÀ cos(x, £) + Hucos(z, 7) + Jv cos(x, £) 


ist also das Flachenmoment des Körpers bezüglich der fixen 
Achse O Z. Nun ist cosia» ġj=o. cos{z, E= — fy, cosla,7)=by 
(vergl. Gleichung 120) und das Schema 139) des $ 23). 
Substituiert man noch für A, æ, » die Werte 94), so geht 
der Ausdruck 128) in die linke Seite der Gleichung 126) 
über. Letztere Gleichung besagt also, daß das Flächen- 
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moment des Körpers bezüglich der Achse OZ konstant ist, 
was selbstverständlich ist. da ja die Kraft p bezüglich dieser 
Achse stets das Moment Null hat. 

Dazu kommt noch die Gleichung der lebendigen Kraft, 
welche wir am einfachsten in folgender Weise gewinnen. 
Wir multiplizieren die Gleichung 127) mit C’ und addieren 
dazu die mit 4’ multiplizierte Ableitung der Gleichung 126) 
nach i. Es folgt: 


OO" +yPAA+eylAd)=plyC 
und daraus durch Integration 
129) G(C + y?A9)+2ple=y, 


wobei y eine neue Integrationskonstante ist. Daß dies in 
der Tat nichts anderes als die Gleichung der iebendigen 
Kraft ist, erkennt man leicht folgendermaßen. Da » kon- 
stant ist, reduziert sich der veränderliche Teil der leben- 
digen Kraft auf 4G(4? + u”, was gemäß der Gleichungen 94) 
gleich 46(0”?+7y?4%) ist. Die Arbeit der Kraft aber ist 
Splydti=— plo + konst. 

Eliminiert man aus den Gleichungen 126) und 129) die 
Größe 4’, so erhält man dż durch einen Differentialausdruck 
gegeben, der nur C und dC enthält. Die Substitution des so 
erhaltenen Ausdruckes für dż in Gleichung 126) liefert auch d A 
in Form eines Differentialausdruckes, der nur C und dC ent- 
hält. Die Integration des ersten Differentialausdruckes lıetert 
C als elliptische Function von i, die des zweiten Ọ als ellip- 
tische Funktion von A. Wir führen dies hier nicht weiter 
aus, sondern wollen nur in einigen noch spezielleren Fällen 
den Typus der Erscheinungen aus den Gleichungen her- 
leiten. 


$ 22. Spezialfälle. 
L Für y= 0 gehen die Gleichungen 126) und 129) in 
die Bewegungsgleichungen eines gewöhnlichen physischen 
Pendels über, das unter dem Einflusse der Schwerkraft 


allein um einen festen Punkt drehbar ist und foigende Be- 
dingungen erfüllt: 
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I. Die Verbindungslinie des Drehpunktes und Schwer- 
puuktes, welche wir die Pendelachse nennen, muß Haupt- 
trägheitsachse sein. 

2. Auf dieser Achse muß seme augenblickliche Drehungs- 
achse zu Anfang der Zeit senkrecht stehen, wenn es zu 
dieser Zeit überhaupt eine Bewegung hatte. 

8. Die Tragheitsmomente bezüglich aller durch den 
Drehpunkt senkrecht zur Pendelachse gelegten Achsen 
müssen gleich sein. 

Die Gleichungen 126) und 129) stimmen ın diesem 
Faile vollkommen mit den Gleichungen, welche wir im 
I. Teile, $ 40 S.144fi fur die Bewegung des einfachen Pen- 
dels fanden, wenn wır an Stelle des dort ınıt w bezeichneten 
Winkels 180° —O. an Stelle des mit © bezeichneten Winkels 
den Winkel A und an Stelle der Konstanten g, k und H die 
Konstante /2p/@, 1?x/G und Py [|G setzen. Es tritt also an 
Stelle des Winkels, welchen die vom Aufhängepunkte nach 
dem beweglichen materiellen Punkte gezogene Gerade mit der 
Vertikalen bildet, der Winkel, den die Pendelachse mit der 
Vertikalen bildet, an Stelle des Winkels, den die durch den 
Aufhängepunkt und den beweglichen materiellen Punkt ge- 
legte Vertikalebene mit emer fixen Vertikalebene bildet, der 
Winkel, den die durch die Pendelachse gelegte Vertikal- 
ebene mit einer fixen Vertikalebene bildet. 

U. Wir betrachten den Fall. daß » von Null verschie- 
den ist, aber der schwere Körper sich niemals weit von 
seiner Ruhelage entfernt, so daß also die positive OL-Achse 
immer nahezu vertikal wach abwärts gerichtet, und wenn 
wr C= 180° — r setzen, r eine kleine Größe ist.) Daher 


kann y = sin C =r., e= cos(180° — r) =— 1 + 47? gesetzt 
werden und die Gleichungen 126) und 129) verwandeln sıch in: 
130) r?(G A 4+ fT) = x4 Jr, 

131) Gr?+ra)=yr+2pl—plr?. 


Wir wollen nun dıe Lage des Körpers nıcht relativ gegen 
das fixe Koordınatensystem, sondern gegen ein drittes 


1) Eu powtives y bedeutet also eme Rotation, die von der posi- 
tiven y- gegen die positive x-Achse auf kurzestem Wege geschieht 
Bolizmaan, Mechanik LI 6 
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Koordinatensystem OX’, OY’, OZ bestimmen. OZ soll 
immer mit der fixen x-Achse O Z zusammenfallen. OX’ 
soll zu Anfang der Zeit mit O X zusammenfallen, sich aber 
in der festen zy-Ebene mit der konstanten Geschwindig- 
keit z um die feste z-Achse im negativen Sinne drehen, 
also so, wie man auf kürzestem Wege von der positiven y- 
zur positiven x-Achse gelangt. Die beiden Achsen OX und 
OX’ sollen also zur Zeit ¿ den Winkel 7” miteinander 


2 G 
einschließen. Zur selben Zeit ist daher der Winkel zwischen 


OR und OX’ 


OR, OX =4+ 7e 


Wir führen lieber den Winkel) > zwischen der Vertikal- 
ebene, die die Pendelachse OL enthält, und der X OZ- 
Ebene also den Winkel ein, welchen jene beiden von der 
x-Achse begrenzten Halbebenen miteinander bilden, von 
denen die eine die Achse OZ, die andere die Achse OX’ 
enthalt, Da die erstere Halbebene immer senkrecht auf 
OR steht, so ist: 


182 é=} 0R. 0X) - 90° = A +Z — 90°. 


Wenn h und k neue Integrationskonstanten sind, so gehen 
die Gleichungen 130) und 131) durch Einführung des 
Winkels # über ìn 

1) eh are (Bi Ta) 

Dies sind aber genau wieder die Gleichungen, welche wir 
im L Teile, § 40 B. 146 für sehr kleine Schwingungen des 
einfachen Pendels fanden. Bei kleinen Schwingungen ge- 
schieht also die Bewegung des rotierenden Pendels relativ 
gegen das fixe Koordinatensystem, oder, wie man sagt, 
absolut ım Raume gerade so, wie die des gewöhnlichen 
nicht rotierenden Pendels relativ gegen ein Koordinaten- 
system, das sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 


u. im positiven Sinne um die nach aufwärts gezogene 
Vertikale dreht, also wenn dies die Winkelgeschwindigkeit 
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der Erde wäre, wie die eines am Pole aufgehängten Fou- 
caultschen Pendels relativ gegen die Erde. Beim rotieren- 
den Pendel müssen noch die schon am Anfange dieses 
Paragraphen hervorgehobenen Bedingungen erfüllt sein, daß 
die Verbindungslinie vom Drehpunkt und Schwerpunkt 
Hauptträgheitsachse ist und daß die Trägheitsmomente be- 
züglich aller durch den Drehpunkt senkrecht zu dieser Ver- 
bindungslinie (der Pendelachse) gezogener Achsen gleich sind. 

Die Pendelachse des nicht rotierenden Vergleichspendela 
kann sich natürlich, je nach den Werten der Konstanten, 
absolut im Raume in einer Ebene, einem elliptischen oder 
Kreiskegel bewegen. 

Dieselbe Bewegung macht nach der alten Undulations- 
theorie des Lichtes ein Ätherteilchen, wenn sich geradlinig, 
elliptisch oder zirkular polarisiertes Licht in einem Körper 
fortpflanzt, der die Polarisationsebene dreht, denn es 
durchläuft ja dieselben Bewegungsphasen nacheinander, 
welche die verschiedenen Ätherteilchen des Strahles nach 
der alten Undulationstheorie gleichzeitig haben. Daher 
erklärt man die elektromagnetische Drehung der Polari- 
sationsebene des Lichtes oft durch die Annahme, daß die 
Volumelemente Bestandteile enthalten, die um die Achse 
der magnetischen Kraft rotieren. 

Dieselbe Bewegung erhält man auch, wenn man mit 
einem um die Pendelachse nach allen Seiten gleichbeschaffenen 
Pendel ein Gyrotrop fest verbindet, welches sich rasch um 
die Pendelachse als Rotationsachse dreht. Dieses Pendel 
schwingt wie ein Foucaultsches schwingen würde, wenn 
die Winkelgeschwindigkeit der Erde viel größer wäre oder 
wie obiges Ätherteilchen. Durch eine daran befestigte 
Büchse, aus welcher ein feiner Sandstrahl auf ein unter- 
gelegtes Brett fließt, kann man die Bahn eines Punktes der 
Achse fixieren. Entsprechend der ungleichen Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des rechts- und linkszirkular polarisierten 
Strahles hat das Pendel, wenn es als Kreispendel schwingt 
für die eine und andere Umlaufsrichtung verschiedene 
Schwingungsdauer. 


IIL Die Bewegung, welche man die Präzessionsbewegung 
6* 
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eines Kreisels nennt, wird folgendermaßen erzeugt: Ein 
schwerer Rotationskörper, der sich sehr rasch um seine 
Rotationsachse OL dreht, wird möglichst ruhig auf eine Vor- 
richtung aufgesetzt, die einen vom Schwerpunkte verschie- 
denen Punkt O der Achse fixiert. 

4J»? ist die Energie der Rotation des Körpers um 
die Achse OLG, welche während der ganzen Bewegung kon- 
stant bleibt. 


29? y pl +o 

ist die übrige Energie des Körpers gegenüber der Ruhe 
desselben in seiner Gleichgewichtslage (d. h. letztere als 
Energienullpunkt gewählt. EZ muß nach Gleichung 129) 
natürlich ebenfalls konstant bleiben. Die Bedingung, daß 
C nahe gleich 180° sei, lassen wir nun fallen. Die Be- 
dingung, daß der Körper sehr rasch rotiert, aber ruhig 
aufgesetzt wird, präzisieren wir dahin, daß E zu Anfang 
und daher immer klein gegen } Jv? sein soll. 

Da im Ausdrucke für E.alle drei Addenden wesentlich 
positiv sind, so muß um so mehr der erste derselben $ Gy? 4"? 
klein gegenüber } J»? sein. Wir setzen nun voraus, daB G 
nicht sehr groß gegenüber J ist. Da jedenfalls y Æ 1 ist, 
so folgt, dab auch 9? y* A? klein gegen J?v?, daher Gy? £ 
klein gegen Jv ist. Wenn wir die Werte zu Anfang der 
Zeit mit dem Index Null bezeichnen, so folgt aus 126): 

Gyd An- GPA 
0 A E To -— 
Auf der rechten Seite dieser Gleichung sind im Zähler 
beide Ausdrücke klein gegen den Nenner, daher ist die 
ganze rechte Seite klein und e immer sehr nahe gleich c. 
Es wird also der Winkel C immer fast konstant bleiben, 
die Achse des Kreisels sinkt nicht. sondern behält ihre 
Neigung gegen die Vertikale. 

IV. Bewegungen, wo C konstant ist, sind übrigens auch 
möglich, wenn 4. Jr? nicht groß gegen E ist und wir wollen 
alle diese Bewegungen im folgenden unter emeı behandeln. 
Wenn C konstant ist, muß nach 129) und 130) auch 4’ 
konstant sein. Setzt man die unter dieser Voraussetzung 
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aus den Gleichungen 94) abgeleiteten Werte von dA/d: und 

dpfdt in die beiden ersten der Gleichungen 119), so folgt: 
hyGAE=(G—- SvbyA +piyb 
-PrGAK=(E— SvßrAätpivP. 

Diese beiden Gleichungen sind identisch. Durch Kürzung 

der ersten mit by oder der zweiten mit fy folgt mit Rick- 

sicht auf 124): 


134) Ge4?— Jv +pl=0 
35) ı__ Jr + VJ’rt --4Gepil 
135) A -n o e 


Sei zuerst C gleich 180° — s, wobei s < 90° ist, so wird: 
-J» + VP} tplcoss 
2 G cose 

Für »=0 entspricht dies einem gewöhnlichen so- 
genannten Kreispendel, d. h. einem Pendel, dessen Schwer- 
punkt sich in einem horizontalen Kreise bewegt Die Dauer 
eines Hinganges ist n/A. Ist v von Null verschieden, so 
enthält das Kreispendel einen um die Verbindungslinie 
seines Schwerpunktes und Aufhängepunktes ohne Reibung 
rotierenden Körper. Die Schwingungsdauer ist dann ver- 
schieden, je nachdem das Pendel in der einen oder anderen 
Richtung herumgeht. Der Zahlenwert von Æ ist größer, 
daher die Schwingungsdauer kürzer, wenn A’ das entgegen- 
gesesetzte Vorzeichen wie v hat, d. b. wenn der rotierende 
Körper, dessen Achse mit der negativen O Z-Achse einen 
spitzen Winkel bildet, so daß ein positives » annähernd 
einer gleichsinnigen Rotation wie ein abnehmendes A ent- 
spricht, im gleichen Sinne rotiert als das Pendel berumgeht. 
Dies haben wir für sehr kleine Entfernungen von der Rube- 
lage schon sub II bewiesen und haben schen dort auf die 
Analogie hingewiesen mit der Verschiedenheit der Fort- 
pfianzungsgeschwindigkeit des rechts und links zirkularen 
Lichtes in Medien. welche die Polarisationsebene des Lichtes 
drehen. 

Für Ç= 90° wird die Umlaufsgeschwindigkeit für die 
Umlaufsrichtung. für welche A’ und » entgegengesetzt. be- 
zeichnet sind, unendlich, für die andere gleich 


A = 
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136) 2L, 


Ist C ein spitzer Winkel, so ist eine derartige Bewegung 
nur möglich für o 

Jv=2Y@ple, 
und zwar, wenn das Ungleichheitszeichen gilt, mit zwei ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten im gleichen Sinne. 

Kehren wir wieder zu der sub III gemachten Speziali- 
sierung zurück, d. h. nehmen wir an, daß v sehr groß 
ist. Dann wird die eine Wurzel der Gleichung 134) in 
allen drei Fällen (O < 90°, C= 90°, C> 90° sehr groß 
(im zweiten genau unendlich. Die andere nimmt in allen 
drei Fällen mit wachsendem v ab und hat für große v 
angenähert den Wert 136). Sie entspricht also der be- 
kannten sogenannten Präzessionsbewegung. Da 4’ positiv 
ist, so dreht sich dabei die Ebene der O Z- und Ot-Achse 
im positiven Sinne um 0 Z, wenn die Rotation im positiven 
Sinne um OT erfolgt. 

Genau dieselbe Präzessionsbewegung ist natürlich immer 
möglich, wenn unter sonst gleichen Umständen statı der 
Schwerkraft beliebige andere Kräfte wirken, sobald sich nur 
deren Wirksamkeit auf ein Moment M reduziert, das bloß 
die Achse OL gegen OZ oder davon wegzutreiben, also 
den Körper um eine auf diesen beiden Geraden senkrechte 
Achse zu drehen sucht. Man hat dann in den obigen 
Formeln bloß M/y statt pl zu schreiben. 

Den Sinn der Präzessionsbewegung findet man unter allen 
Umständen folgendermaßen: Man denkt sich zuerst die Achse 
O% auf kürzestem Wege senkrecht gegen O Z gedreht. Dann 
denkt mar. sich in einem beliebigen Punkte der Achse O&, 
der nicht mit O zusammenfällt, eine Kraft angebracht, die den 
Körper in demselben Sinne wie das Moment M zu drehen 
sucht, und verlängert diese Kraft in dem Sinne, in dem sie 
wirkt, bis zur Peripherie des rotierenden Körpers. Die 
Richtung, wohin sich der getroffene Punkt der Peripherie 
infolge der Rotationsbewegung des Körpers augenblicklich 
bewegt; fällt mit der Richtung zusammen, in der sich der- 
selbe Punkt infolge der Präzession bewegt 
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8 23. Komponenten der Drehung um die fixen Achsen. 
Winkel der fixen und beweglichen Achsen. 


Zwischen den verschiedenen beim Probleme der Rotation 
eines festen Körpers um einen fixen Punkt vorkommenden 
Gröben besteht noch eine große Anzahl wichtiger Be- 
ziehungen, welche wir nun kennen lernen wollen. Wir haben 
in den Gleichungen 94) die augenblickliche Winkelgeschwın- 
digkeit œ in drei Komponenten um die beweglichen Ko- 
ordinatenachsen als Drehungsachsen zerlegt. Wir wollen 
sıe nun in drei Komponenten um die drei fixen Koordinaten- 
achsen O X, OY, OZ als Drehungsachseu zerlegen und diese 
letzteren Komponenten mit }, m,n bezeichnen. Wir be- 
trachten jede der drei Lagenänderungen, welche ein- 
treten, wenn 

1. bei konstantem B und C der Winkel A um dA, 

2. bei konstantem A und C der Winkel B um dB, 

8. bei konstantem A und B der Winkel C um dC 
wächst, und zerlegen jede in drei Drehungen um die drei 
fixen Koordinatenachsen. Die erste Lagenänderung bedarf 
keiner weiteren Zerlegung, da sie einer Drehung um OZ 
um den Winkel d A entspricht. Die zweite Lagenänderung 
ist eine Drehung um den Winkel dB im negativen Sinne 
um die Achse OZ, also um den Winkel — dB im positiven 
Sinne um dieselbe Achse. Wir wollen den Durchschnitts- 
punkt der beiden größten Kreise £Z und £7 der Fig. 1,8 13 
S. 53, welcher Z am nächsten liegt, mit R,, und den der Ver- 
längerung der beiden größten Kreise XRY und {ZAR, mit 
R, bezeichnen (letzterer Punkt ist in der Figur nicht ge- 
zeichnet. Die obige Drehung um die Achse OZ zerlegen 
wir nun in zwei Komponenten um OZ und OR, Erstere 
ist — cd B, letztere „dB. Letztere wird noch in zwei Kom. 
ponenten — &ydB und +aydB um OX und OY zerlegt. 

Die dritte oben betrachtete Lagenänderung bestand 
darin, daß bei konstantem A und B der Winkel C um dC 
wächst. Dabei dreht sich der Körper um die Achse OR 
um den Winkel dO, welche Drehung um die Achsen OX 
und O Y die Komponenten ad C und œd C liefert. Wenn wir 
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also ganz wie im Schema 87) S. 56 in die erste Vertikalreihe 
die Komponenten der ersten, in die zweite die der zweiten, 
in die dritte die der dritten Lagenänderung schreiben; in 
die erste Horizontalreihe aber die Drehungskomponenten 
um OX, in die zweite die um OY, in die dritte die um 
O Z, so erhalten wir folgendes Schema: 


137) 


Um ¿m,n zu finden genügt es anzunehmen, daß 4A 
während der Zeit dt um d A= Æ dt, B um dB=Bdi, 
C um dfl = (’dt wächst. Die gesamte durch dż dividierte 
Drehung, welche der Körper dabei um die Achse OX er- 
fährt, ist die Komponente / der Winkelgeschwindigkeit in 
der Richtung O X, und da Analoges für die Y- und Z-Achse 
gilt, so ist also: 

138) 7=— ayB+al, m=ayB +e, n=4—cB. 


Wir wollen nun die Winkel, welche je eine bewegliche 
mit je einer fixen Koordinatenachse einschließt, durch die 
drei Winkel A, B, C ausdrücken. Wir bezeichnen den Ko- 
sinus jedes Winkels, den die Achse O% mit irgend einer 
der fixen Koordinatenachsen einschließt, mit u. v und w 
haben die gleiche Bedeutung für die Achsen On und OL. 
Je nachdem die bewegliche Koordinatenachse den betreffen- 
den Winkel mit OX, OY oder OZ einschließt, soll der 
Buchstabe für den Kosinus unten den Index z, y oder x er- 
halten. 

Wir denken uns in Fig. 1 wieder alle Punkte auf 
der Kugeloberfläche durch größte Kreise verbunden; dann 
finden wir u, Uy, Da v aus den sphärischen Dreiecken 
XR&E, YR, XRn, YRn, u, und v, aus den sphärischen 
Dreiecken ZRE wun ZRnr, w, und w, aus den sphärischen 
Dreiecken {RX und {RY. Diein dieser Weise sich ergebenden 
Werte könuen wir in der folgenden Tabelle zusammenstellen: 
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189) 1 


Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie 
hat man ferner: 


u? + u,” +u?=1 E E E 
GE a A E E w + v +w’ =l 
140) w? +w’ + w? =l u? +o? +w =l 
wur7,0 H Www, S= 0 u,n + u, Vy += 
Uz, H VV, Hw N ew, H uw, Huw =m 0 
u, u, +o, tuw, = 0 vw, + 2, Wy +ou = 0 
U, =U W, — V Dy Pg= W U, — W, Uyy Wy = Uy D, — UV 
Uy =V, W, — U, T= W, U, — WU Wy = U, Vy — UY, 
140a) U, =V W Yu, V= Wty — UD WZUD—UD, 
uv u, 
u, w| =l, 
u, v W 


wobei in den Gleichungen 140a) das Zeichen wechseln 
müßte, wenn das Jateiuische und griechische Koordinaten- 
system nicht, wie ju Schema 139) angenommen ist, kon- 
gruent, sondern Spiegelbilder wären. Hierfür sowie für die 
Formeln 1403) werden wir einen besonderen Beweis zu An- 
fang des § 25 liefern. Alle diese Formeln folgen auch durch 
Substitution der Werte des Scheinas 139). 


§ 24. Die Drehung, ausgedrückt durch die Differentiale der 
Kosinus der Winkel zwischen den fixen und beweglichen 
Achsen. 

Wir bezeichnen nun mit w,, v,, u, ... die Werte, welche 
die Kosinus der Winkel zwischen den fixen und beweglichen 
Koordinatenachsen zur Zeit t haben, mit u, + du, v, +d, 
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u+rdu,... die Werte, welche dieselben Kosinus zur Zeit 
¿+ dt haben, und wollen daraus die drei Drehungen Adi, 
gdi, vdt um die drei Achsen O £, On, O% berechnen, welche 
zusammengenommen der gesamten Lagenänderung äquivalent 
sind, welche der Körper während der Zeit dt erfährt. 

Wir wollen da die Achsen O£, O ņ, O% doppelt ziehen. 
Die einen sollen ohne unteren Index bezeichnet werden, 
sich mit dem Körper mitbewegen und zur Zeit ?+di die 
Lagen OE”, On”, OL” haben. Die anderen 08,,0n,,0% 
sollen zur Zeit ¿ mit O, Oņ,O¢ zusammenfallen, aber fix 
im Raume und daher auch unveränderlich in ihrer Lage 
gegen OX,OY,OZ bleiben. Dann bilden also O£, On, O% 
zur Zeit t und O$, Om, O% immer mit den fixen Ko- 
ordinatenachsen Winkel, deren Kosinus u, v, u% ... sind. 
Og”, On” und OÇ” aber bilden mit O X, O Y, O Z Winkel, 
deren Kosinus u, + du, v, + dz, u, + du, ... sind. 

Die gesamte Lagenänderung des Körpers während der 
Zeit dt kann man sich durch folgende drei Drehungen her- 
vorgebracht denken: 

1. Der Körper erfährt die Drehung Adi um die Achse 
O&,. Schon bei dieser Drehung soll die Achse On fest 
mit dem Körper verbunden sein und in die Lage O x’ über- 
gehen. Es ist also der Winkel zwischen O7 und O7’ gleich 
dem Drehungswinkel Adi. Da dieser Winkel sehr klein ist, 
so ist mit Vernachlässigung von unendlich kleinem höherer 
Ordnung: 

idt = sin (On, Og) = cos(0 4%, Om). 

2. Der Körper erfährt die Drehung ud! um die Achse 
On. Dabei soll die Achse Or’, welche natürlich wieder 
fest mit dem Körper verbunden ist, in die Lage Oq” über- 
gehen. Da sie sich hierbei in einer Ebene verschiebt, die 
senkrecht auf der Ebene der beiden Geraden OL, und Oy 
steht, so ändert sich dabei der Kosinus der beiden letzteren 
Geraden nur um unendlich Kleines höherer Ordnung, mit 
dessen Vernachlässigung man daher hat: 

co(0&, 07") =Adi. 

3. Der Körper erfährt noch die Drehung »dt um die 

Achse O&. Dadurch soll die noch immer fest mit dem 
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Körper verbundene Achse O7” in die Lage Oy” über- 
geführt werden. Da sie sich hierbei wieder in einer Ebene 
bewegt, die senkrecht auf der Ebene der beiden Geraden 
O&, und Ox” steht, so ändert sich deren Kosinus wieder 
um unendlich Kleines zweiter Ordnung, es ist also schließlich: 


141) cos (Oċ, OR’) = Àdt. 


On” ist aber genau die Lage der Achse Or, welche 
schon oben mit On" bezeichnet wurde. Denn es ist die 
Lage, die dadurch entsteht, daß der Körper seine gesamte 
während dż erfolgende Lagenänderung erfährt und dabei 
die Achse On fest mit ihm verbunden bleibt. Die Kosinus 
der Winkel, welche Or“ mit den fixen Koordinatenachsen 
bildet, sind daher diejenigen Größen, welche wir mit 
V, + dt., v Hdv, v, + dv, bezeichnet haben, während Og, 
mit denselben Koordinatenachsen diejenigen Winkel bildet, 
deren Kosinus wir mit w,, w, und w, bezeichnet haben. 
Daher ist: 


142) | cos (O, On”) = w, (0, + dv) + w,(e, + dv) + 

+w, (v, + adv) =w, dv, + w, dv, +w, do 
wegen 
145) V, W, Huw, How, =O 


(vergl. die Relationen 140). 

Bedenken wir, daß in du, etc. nur Glieder höherer 
Ordnung, die also durch dt dividiert mit abnehmendem dt 
sich der Grenze Null nähern, vernachlässigt sind, so daß 
die Quotienten dw,/dt etc. genau das sind, was man als die 
Differentialquotienten dieser Größen nach der Zeit be- 
zeichnet, so erhalten wir, wenn wir den Ausdruck 142) in 
die Gleichung 141) einsetzen und durch dż dividieren: 
144) uw tE 4, u, Ae. 

Dis Differentiation der Gleichung 143), welche offenbar zu 
allen Zeiten gilt, nach der Zeit lehrt uns, daß die rechte 
Seite der Gleichung 144) auch gleich 

dw, dw, dw, 


— Ys at y dt war 


146) 
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ist. Man erhält daber auch: 


5 dw, dw, di, 
145) rn a : dt 
Die zyklische Vertauschung liefert: 
dw, dw dw, dw du du 
ung tung tuat au an ar 
du, ‚du , du, _ dv, dr, du, 
smar ar T uar tae Wde di 


Diese Gleichungen könnten verifiziert werden, indem 
wir in ihre rechte Seite für v, w,... ihre Werte aus dem 
Schema 139) einsetzen. Durch Differentiation dieser Werte 
nach der Zeit kann man dv,/di, dw,/dt... finden, die 
dann auch in die rechte Seite der Gleichungen 144), 145) 
und !46) einzusetzen sind. Man würde so für die rechten 
Seiten in 144), 145) und 146) wieder die Werte erhalten, 
die nach 94) gleich 4, u und v siud. 

Wir können analog auch ?, m,n durch v ‚vu, ~. 
nnd deren Differentialguotienten nach der Zeit ausdrücken. 
ldt, mdt und ndi sind die drei Drehungswinkel, welche 
dem Körper um die Achsen OX, OY, OZ erteilt werden 
missen, um die Lagenänderung zu erzeugen, welche er 
während der Zeit dt wirklich erfährt. 

Man würde offenbar dieselbe relative Lagenänderung 
des Körpers relativ gegen die Achsen OX,OY,OZ er- 
halten, wenn man den Körper und damit die Achsen 
O£. On, Oğ üx im Raume ließe, aber die drei fest mit- 
einander verbundenen Koordinatenachsen OX, O Y, OZ zu- 
erst um OX um den Winkel — ldt, dann um O Y um den 
Winkel — mdt, und zuletzt um O Z um den Winkel — ndt 
drehen würde. Sie sollen dadurch in die Lagen O X”, 0O Y” 
und O Z” übergehen. Da diese drei Geraden relativ gegen 
OE, On, O£ dieselbe Lage wie die Geraden. die wir früher 
mit OE”, On”, O” bezeichneten, relativ gegen OX, OY, 
O Z haben, so ist, z. B.: 


| cos(OY”, O8) =u +du,. cos (0F”, 07) = v, + dv,, 
c0s(0 Y”, OU) = Wwy + dw. 
Um die Lage O Y” zu ermitteln, denken wir uns wieder 


147) 
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die Achsen OX, OY, OZ doppelt gezeichnet. Die ersten 
ohne unteren Index sollen die oben besprochenen Drehungen 
um die Winkel — ldi, — mdi, — ndt machen. Die zweiten, 
die wir mit OX,, O Y,, OZ, bezeichnen wollen, sollen fix 
im Raume und daher auch relativ gegen O£, O y, O% bleiben, 
da wir jetzt auch die Lage der letzteren Achsen un- 
veränderlich lassen. Die Drehung — ldt geschieht um die 
Achse OX. Durch dieselbe gehe OY in die Lage OT’ 
über, so daß man analog der Gleichung 141) hat: 

148) — ldt = sin (0 Y, O Y’) = cos(0 Y’, 02). 

Durch die beiden Drehungen — mdi und — ndt um 
die Achse O Y, und O Z, soll dıe Gerade O Y’ in die Lagen 
O Y” und OY” übergeheu. Es ist daun OY” mit der 
aben schon so bezeichneten Geraden identisch, und da durch 
die beiden zuletzt erwähnten Drehungen der Kosinus sich 
nur um unendlich Kleines zweiter Ordnung ändert. so folgt 
aus Gleichung 148): 

149) cos(0 Y”, O Z)=— ldt. 
Da nun 
cos(O) Z, Og) =u, cos(O Z, On)=v, cos(O Z, 0%) =w, 
ist, so folgt aus den Gleichungen 141) 
cos (O Y”, 02) = u (uy +au) +o ley tdoy+ W, Wy +2 w), 
woraus wir in Verbindung mit Gleichung 149), ganz wie wir 
früher die Gleichung 144) erhielten, finden: 

d v, dw, d u, 
150) eu a u +% PA +0 t 
mıt zwei analogen durch zyklische Vertauschung gebildeten 
Gleichungen. Würde man die ım Schema 139) zusammen- 
gestellten Werte für «,,v,,u,... hier substituieren, aus 
diesen durch Differentiation nach der Zeit du,/dt... bilden 
und Auch diese Werte substitueren, so würde man wieder 
die Gleichungen 138) erhalten. 


8 25. Verschiedene andere Relationer 


Betrachtet man die dres unter den Gleichungen 140) 
vorkommenden Gleichungen 
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up + u? +u’ =l 
u, Vy HUT, +u o =0 
U, W, EU W Huw, = 0 
als lineare Gleichungen für u,, u, u, und setzt die De- 
terminante der Koeffizienten 


| u, tys %, 
A a 4, 
VW, W, | 
so folgt: 
„d=vw— vw, 
151) u, Á = 0, W, — vu, 


ud= WU — W, 0,- 


Addiert man die Quadrate dieser drei Ausdrücke, so erhält 
man links 4?. Die rechte Seite kann man leicht in die Form 


Br? + wre? +w)- ww +tr,u+tu0®-1 


bringen. Es folgt also 4 =+ 1. 

Bringt man die positive O X-Achse mit der positiven 
O&-Achse, und gleichzeitig die positive O7-Achse mit der 
positiven O Y-Achse zur Deckung, so decken sich, falls die 
Koordinatensyteme kongruent sind, auch die positiven 
Z-Achsen. Es ist also u, = v, = w, = 1, und aus der ersten 
der Gleichungen 151) folgt d = + 1. Falls die Koordinaten- 
systeme Spiegelbilder sind, so deckt sich die positive Z-Achse 
mit der negativen ¢-Achse. Es ist also u, = v, = — w, = } 
und es folgt JA =— 1. 

Natürlich behält 4 in beiden Fällen seinen Wert auch 
für alle anderen relativen Lagen der Koordinatenachsen, 
da es, wenn sich die Lage kontinuierlich ändert, nicht 
plötzlich von — 1 zu +1 überspringen kann. Wir setzen 
immer kongruente Koordinatensysteme voraus, so daß also 
4dJ=+1 ist. 

Wir wollen nun mit z,4,x die Koordinaten irgend 
eines Punktes P des festen Körpers bezüglich der fixen 
Koordinatenachsen zur Zeit ? bezeichnen. &,n,£ seien die 
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Koordinaten desselben Punktes bezüglich der beweglichen 
Koordinatenachsen. Die letzteren Koordinaten ändern sich 
natürlich nicht mit der Zeit. Dann hat man nach den be- 
kannten Formeln für Koordinatentransformation: 


| T = w, é + on + wE 
152) y =u, E +o + wE 
| x= u, $ +o, y+ wg 


| E= ugt uyt u, % 
153) N= 02+ v Yt v2 
| =wz+twy+w,®. 


In jeder dieser Gleichungen zieht ein lateinisches z, y 
oder x auch den Index æ oder y oder x nach sich, ein 
griechischer Buchstabe £, 7 oder & aber den Buchstaben 
u, v oder w. 

Wir wollen nun die Zuwächse dz, dy, dx berechnen, 
welche die Koordinaten z,y,x durch diejenige Lagenänderung 
erfahren, die der Körper während der Zeit di erfährt. Diese 
Lagenänderung kann durch die drei Drehungen dż um die 
Achse OX, mdt um die Achse O Y, ndt um die Achse O Z 
erzeugt werden. Bezeichnet man die Koordinatenzuwächse, 
welche durch die erste resp. zweite oder dritte Drehung 
allein erzeugt würden, mit dem Index ! resp. m oder n, so 
ist nach Formel 145) ($ 55 des L Teiles): 


dņ =Ù, dy =—lxzdt, dx =ilydt 
de, =mxdt, dy„=d, ds, =— mzdti 


de, =—nydi, dy=nzdi, dan, =0. 


Die durch die gesamte, während dt stattfindende Lagen- 
änderung entsteheuden Koordinatenzuwächse sind bis auf 
unendlich Kleines höherer Ordnung die Superposition dieser 
Zuwächse. Dividiert man die (esamtzuwächse durch dt, 
so eilen die Quotienten mit abnehmendem di folgenden 
Grenzwerten zu, welche also die Differentialquotienten der 
Koordinaten nach der Zeit darstellen: 
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Fr nany 
d 
154) T =ne iz 
dx 
7" _ mTr 


Dieselben Formeln erhält man, wenn man die erste der 
Gleichungen 152) nach der Zeit differenziert. Da die be- 
weglichen Koordinatenachsen mit dem festen Körper un- 
veränderlich verbunden sınd, so sınd dabei é, 7,5 als kon- 
stant zu betrachten. Es folgt also: 

dz d dr, dw, 

dt =E: PETE e" 

Substituiert man für é, y. £ deren Werte aus den Glei- 
chungen 153), so folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen 150) 
wieder die erste der Gleichungen 154). Wenn man die 
halbe Masse jedes Massenpunktes des Körpers mit dem 
Quadrate seiner Geschwindigkeit (a7) + (2 4 (y 
s, "y und en durch die Werte 154) 
ersetzt und über alle Massenpunkte summiert, so erhält 
ınarı wieder den Ausdruck 95) für die lebendige Kraft T, 
den wir schon kennen. 

Unter den obigen Formeln haben alle, in denen die 
Momente D, E£, F nicht vorkommen, einen rein geometrischen 
Charakter. In geometrischer Beziehung spielen aber die 
Achsen O X, OY und OZ genau dieselbe Rolle wie die 
Achsen OE, On, OÇ. Die relativen Lagen und daher alle 
rein geometrischen Beziehungen bleiben vollkommen die- 
selben, ob die Achsen O X, O Y, O Z fix sind und die Achsen 
OE, Qn, Og die Drehung wit der Winkelgeschwindigkeit w 
um die augenblickliche Drehungsachse machen, deren Kom- 
ponenten unı die ersteren Achsen l, m,n, um die letzteren 
A, u,» smd, oder ob umgekehrt die Achsen O&, On, Ot 
fix sind, und die Achsen OX, OY, OZ gerade die 
entgegengesetzte Drehung machen, deren Komponenten 
die Achse 0X, OY, OZ dann natürlich —1, — m, — n, 
um die Achsen O4, On, Ot aber — 4, — p, — v sind. 


multipliziert, darin 


GL 154.] II. 826. Allgemeinste Bewegung 97 


Wir können also in allen Formeln, welche die Drehungs- 
momente D, E, F nicht enthalten, die Achsen OX, OY, 
OZ mit den Achsen O£, On, O und umgekehrt ver- 
tauschen, wodurch sich auch die Winkel 4 und B ver- 
tauschen, dagegen C in — C und folglich auch €’ in — C’ 
und y in — y übergeht. Alle derartige Formeln von rein 
geometrischem Charakter bleiben daher richtig, wenn wir 
jede in der folgenden Reihe angeführte Größe mit der in 
der nächsten Reihe unter ihr stehenden. und umgekehrt 
jede in der zweiten Reihe stehende mit der darüber stehen- 
den vertauschen: 


y? Ur Ya Vgs Was Wys l, m, n, A, O, O, oX ON OZ 


$ m È Uys Wp Uys Wye U tum —1, B, — 0, ~u, O, On, OL. 


Uss y W, dagegen müssen ungeändert bleiben. Darch diese 
Vertauschung erhält man z. B. aus u, = ab — afe die ent- 
sprechende Formel für v, ebenso aus l =—geyB +a 
den für — å gefundenen Wert etc. Derartige Vertauschungs- 
regeln ersparen, wenn man die eine Hälfte der Formeln 
gefunden hat, die Arbeit der Ableitung der anderen Hälfte. 
Hat man aber alle Formeln bereits abgeleitet, so bilden die 
Vertauschungsregeln wenigstens eine oft willkommene Kon- 
trolle für die Richtigkeit der Rechnung. 


Z, Y, %, U 


8 26. Die Zusammenfassung der in den behandelten 
speziellen Fällen gefundenen Resultate liefert die allgemeinste 
Bewegung eines starren Körpers. 


Wir haben bewiesen, daß sich bei Einwirkung ganz 
beliebiger Kräfte auf einen vollkommen freien Körper dessen 
Schwerpunkt wie ein einziger materieller Punkt bewegt, auf 
den alle diese Kräfte gleichzeitig wirken und daß die 
Drehung um den Schwerpunkt so geschieht, als ob derselbe 
ohne Änderung der sonstigen Umstände festgehalten würde. 
Da wir die beiden letzteren Probleme nach dem vorgenom- 
menen lösen können. so haben wir auch das allgemeine 
Problem der Bewegung eines vollkommen freien Körpers 
unter Einwirkung beliebiger Kräfte indirekt gelöst und es 

Boltzmann, Mechanik II. T 
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ist dies in der Tat der Weg, den man meist einschlagen 
wird, da man dadurch die kompliziertere Aufgabe in zwei 
möglichst einfache zerlegt. Natürlich haben wir aber damit 
noch nicht die Bewegungsgleichungen für den allgemeinsten 
Fall explizit hingeschrieben. 

Behandelt man das Problem von vornherein in voller 
Allgemeinheit, so werden die Gleichungen zwar erheblich 
komplizierter und unanschaulicher, aber man hat den Vorteil, 
daß man alle Aufgaben, die wir nacheinander lösten, in 
derselben Formel beisammen hat und durch Spezialisierung 
derselben gewinnen kann. Wer sich für die Schönheiten 
dieser Behandlungsweise interessiert, der sei außer auf 
Lagranges Mécanique analytique auf Kirchhoffs Vor- 
lesungen über Mechanik verwiesen... 

Ich will hier nur kurz zeigen, wie man von den bisher 
behandelten Spezialfällen aus, da sie ja implizit den all- 
gemeinsten Fall enthalten, auch wieder ohne große Schwie- 
rigkeit zu den allgemeinsten Formeln gelangen kann. 

Um in der allgemeinsten Weise die Lage eines voll- 
kommen freien festen Körpers gegen ein fixes Koordinaten- 
system OX, OY, OZ 
zu definieren, legen wir 
durch einen beliebigen 
Punkt Q des festen 
Körpers drei Koordi- 
natenachsen RE, Qy, 
Qt, die sich mit diesem 
fest verbunden mitbe- 
wegen (die beweglichen 

Koordinatenachsen). 

Wir bezeichnen mit 
Fig. 2. «,ß,7, welche Buch- 

staben wir, sowie a, b, c 

jetzt nicht mehr in demselben Sinne wie bisher ver- 
wenden, die Koordinaten des Punktes Q bezüglich des fixen 
Koordinatensystems, und mit «, v, w die Komponenten der 
Geschwindigkeit des Punktes 2 in den Richtungen der be- 
weglichen Koordinatenachsen; ferner mit a, b, c die Koordi- 
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naten des Punktes O hezüglich der beweglichen Koordinaten- 
achsen, mit Z, m, n und A, u, » die Komponenten der augen- 
blicklichen Drehungsgeschwindigkeit des Körpers nach den 
fixen resp. beweglichen Koordinatenachsen, und mit £, 7, $ 
die Koordinaten des Schwerpunktes S des Körpers bezüg- 
lich der beweglichen Koordinatenachsen (vergl. Fig. 2). End- 
lich setzen wir analog wie früher: 


u, = cos (X. $), u, = cos(Y, $), v, = cos(X, n)... 


Würde der Punkt Q ruhen, so wären bei gleicher Dreb- 
bewegung des Körpers um den Punkt 2 die Komponenten 
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes S in den Richtungen 
der beweglichen Koordinatenachse: 


155) — nv + ġe, —Sı+&r, —Eu+nk 


(Infolge der Drehung A allein wären sie ja nach den For- 
meln 145) des L Teiles Null, —AZ, +An; addiert man 
dazu die durch zyklische Vertauschung folgenden Geschwin- 
digkeitskomponenten infolge der Drehungen u und v, so 
folgen die Formeln 155); vergl. auch die Formeln 154).) 

Dazu addiert sich noch die Progressivbewegung des 
Punktes Q, so daß die wirklichen Geschwindigkeitskompo- 
nenten des Schwerpunktes S in der Richtung der beweg- 
lichen Koordinatenachsen 


156) g=u—nv+Lu, x=v0— El +r, vy=w—Eurni 
sind. Die lebendige Kraft der im Schwerpunkte vereint 
gedachten Gesamtmasse M des Körpers ist also: 

157) Mt +y. 

Die lebendige Kraft der Drehung um den Schwerpunkt ist: 
158) HER + Hp + Jr) — E@ur—- Hiv- Tiu=N. 
Dabei haben G, H, J, 6, H’, J dieselbe Bedeutung bezüg- 
lich dreier durch den Schwerpunkt parallel 25, Qn und 
RE gelegter Achsen, die sie früher bezüglich O£, O7, OE 
hatten. Haben noch 6,4, 4, G, H,,J dieselbe Be- 


deutung bezüglich der Achsen Qé, 27, 2G, so ist also 
1* 
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G,=6+M&, H =H+48 A=J+MR 
G=@+Mnt, BI=H+MEL J= + MEn 
(vergl. Formel 149), § 57 des I. Teiles). 
Die gesamte lebendige Kraft des Körpers ist nach dem 
im I. Teile am Schlusse des § 64 entwickelten Theorem die 
Summe der Ausdrücke 157) und 158), also wenn man noch 
die Werte 156) substituiert: 
T = Hl nu tt ++ EN + Ww Ent nA] + 
+42 + Hpt JA Gur— Hiv— Thy. 


159) 


Wir wollen nun die Summe der Komponenten aller 
auf den Körper wirkenden Kräfte in den Richtungen der 
beweglichen Koordinatenachsen mit X, Y, Z bezeichnen. 
Die Größe X ist dann nach dem Schwerpunktssatze gleich 
der Gesamtmasse M des Körpers multipliziert mit der Be- 
schleunigung des Schwerpunktes in der Richtung, die mit 
der Richtung zusammenfällt, welche die bewegliche Ab- 
szissenachse gerade zur Zeit 2 hat. Die Geschwindigkeits- 
komponente des Schwerpunktes in dieser Richtung ist zur 
Zeit i gleich g. Zur Zeit i+r haben die beweglichen 
Koordinatenachsen etwas andere Richtungen: 2, 8,2, ms 
2,5. Die Komponenten der Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes in diesen Richtungen sind zur Zeit ¿+ t: 


_ dp dy dy 
ATFFTP aaa r a a a a A T 


Die Komponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
zur Zeit {+ r in der Richtung, welche die bewegliche Ab- 
szissenachse zur Zeit z hatte, ist daher: 


Pa = p COS (2 E, 2 È) +z cos (2E, 2 m) +y cos (RE, Q &)- 


Nun ist bis auf unendlich Kleines höherer Ordnung 
cos(R, Q é)=1. Da wir ferner sahen, daß sich die 
Drehungen der Parallelverschiebung einfach superponieren, 
so ist analog mit 141) 


cos (2E, Q m) =— rr, cos (Q é, 26)=ur, 
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daher mit Vernachlässigung von unendlich Kieinem von der 
Ordnung r?: 


p =p +r- xort war. 


Die Beschleunigung des Schwerpunktes in der Richtung, 
welche die bewegliche Abszissenachse zur Zeit ¿ hatte, 
aber ist 


. 9-9 do 
um = 5 -rz tun, 


und da diese Beschleunigung mit M multipliziert gleich X 
seın muß, so hat man schließlich: 


u$? = Avg — Muw+X. 


Diese Gleichung kann mit Rücksicht auf den Wert 159) 
von T und die Werte 156) von ø, y, auch so geschrieben 
werden 


160) E A E E S e 


was mit der Gleichung 12) der 6. Vorlesung der Kirch- 
hoffschen Mechanik übereinstimmt. 

Da die Drehung um den Schwerpunkt genau so ge- 
schieht, als ob dieser festgehalten wäre, so hat man ent- 
sprechend den Gleichungen 99) und 100) 


d ôn ön a7, 


161) FT Ted Ta Ta 


wobei D, das Drehungsmoment aller auf den Körper wirken- 
den Kräfte um eine der beweglichen Abszissenachsen par- 
allel durch den Schwerpunkt gezogene Achse ist. Bezeichnen 
wir mit D das Drehungsmoment derselben Kräfte bezuglich 
einer Achse, die mit der Lage der beweglichen Abszissen- 
achse zur Zeit t zusammenfällt, so ist nach & 29 des I. Teiles‘ 


D=D +n2-£IY. 
Wir können daher die Gleichung 161) in der Form schreiben: 


162) -r am 
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Nun folgt aus 158) und 159): 


an iu tree 

min tin 

ak ieh kr 
Hiran- 


d ôT ôT oT 
Fa Van tra A 
Drückt man vermöge dieser Gleichungen die in 1 2a ee 
i ĉ T, ó T 
scheinenden Werte von Ea A und 5, durch =>> — 
und = aus und substitniert für X, Y, Z deren Werte aus 
160), so liefert die Gleichung 162) 
` d ôT ôT oT art oT 
en en l a a i 
was mit Kirchhoffs Gleichungen 13) (l. c.) übereinstimmt. 
Die Komponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
in der Richtung der fixen Abszissenachse ist entsprechend 
den Gleichungen 153): 
af ôT ð z) 1 


wP +X twV= (uS +05, T Vspu)M' 


Da die fixen Achsen ihre Lage im Raume nicht ändern, 
so ist die Komponente der Beschleunigung des Schwerpunktes 
in der fixen Abszissenrichtung einfach der Differential- 
quotient dieser Größe nach der Zeit. Multipliziert man 
diesen noch mit M, so muß das Produkt gleich der Summe 
Xx der Komponenten aller auf den Körper wirkenden 
Kräfte in der Richtung der fixen Abszissenachse sein, wo- 
durch man die Gleichung 


d 01 oT 
164) Të (uss + wao T 5.) = Xix 
erhält, welche mit der ersten der von Kirchhoff (L. c.) mit 
Nummer i4 bezeichneten Gleichungen identisch ist. 
Endlich sind die Flächenmomente des ganzen Körpers 
bezüglich dreier durch dessen Schwerpunkt S parallel der 
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augenblicklichen Richtung der Achsen RE, Qn, QY ge- 
zogenen Achsen gleich Eh, 5 , a . Die Flächenmomente 
des Körpers bezüglich dreier gleichgerichteter, durch den 
fixen Koordinatenursprung O gezogener Achsen OŁ, On, 

é sind nach $ 31, S. 112 des I. Teiles um die Momente 
größer, welche der stets in S befindlichen und mit S mit- 
bewegten Masse M bezüglich der letzteren Achsen zukäme. 
Da die Punkte O und S bezüglich der Achsen QE, Q7, QK 
die Koordinaten a, b, e resp. &,n, ¢ haben, so sind die Ko- 
ordinaten von S bezuglich der Achsen O£, On, O% gleich 
—a, n—b, &—c. Die Geschwindigkeitskomponenten 
von S in den Richtungen der beweglichen Koordinatenachsen 
sind nach 156) 


oT 
5 
daher ist das Flächenmoment der in S konzentriert ge- 
dachten Masse M bezüglich der Achse O&: 
oT oT 
Ciko F i a E 
Das Flächenmoment m; des ganzen Körpers bezüglich 
derselben Achse finden wir, indem wir hierzu noch i 
addieren. Daraus ergeben sıch dann durch zyklische Ver- 


tauschung die Flächenmomente m, und m; des Körpers 
bezüglich On und O&, so daß man hat: 


oT ôT ôn, 

nd: E Aata 

07 ôT ô T, 

168) Wert 


81 ôT ‚97 
ten 
Das Flächenmoment des Körpers bezüglich der fixen Ab- 
szissenachse aber ist: 
m, = Uu Mg + V, My + w, mg. 

Hier hat man für mz, m,, m; die Werte 165) zu sub- 
stituieren. Bedenkt man, daß die Abszisse des Punktes O 
bezüglich der Achsen Qé, Qn, 25 gleich 
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a=— uu, — Pu, — ru, 
ist, daß aus 160) folgt 


T 
at _,97_,ar 


ug 07 
EFI ðw "or 


ol 

und nimmt dazu die vier aus diesen beiden Gleichungen 
durch zyklische Vertauschung folgenden Gleichungen, so 
ergibt sich unter Zuziehung der Gleichungen 140a): 


+ 


zu mw 7u) + Be -yoi + 
66) 
+ Buw, =w) + Tii Hoge + wye 
Setzt man den Differentialquotienten dieser Größe nach 
der Zeit gemäß dem Flächensatze gleich dem gesamten 
Drehungsmoment D;, aller Kräfte bezüglich der fixen Ab- 
szissenachse und bildet aus der betreffenden Gleichung durch 
zyklische Vertauschung zwei neue Gleichungen, so erhält 
man das letste System der für einen vollkommen freien 
Körper geltenden Gleichungen. Man sieht sofort, daß es 
unter Berücksichtigung der Abweichungen unserer Bezeich- 
nungen von denen Kirchhoffs mit dem Gleichungssysteme 
identisch ist, welches dieser l. c. mit Nummer 15 bezeichnet. 


HI Die verschiedenen Formen des Wirkungs- 
prinzipes. 
$ 27. Die Gleichungen, welche für nicht holonome genera- 
lisierte Koordinaten an die Stelle der Lagrangeschen treten. 


Ehe wir die allgemeine Diskussion der verschiedenen 
Formen des Wirkungsprinzipes in Angriff nehmen, wollen 
wir noch die Zusatzglieder berechnen, welche zu den La- 
grangeschen Gleichungen hinzutreten, wenn die angewandten 
generalisierten Koordinaten nicht holonom sind. Sie sind 
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dann jedenfalls durch Gleichungen von der Form der Glei- 
chungen 23) mit den rechtwinkligen verknüpft. 

Wir nennen den aus diesen bei Konstanthaltung aller 
P, folgenden Differentialquotienten von z, nach £ den par- 
tiellen nach # und bezeichnen ihn mit öz,/öt; eine analoge 
Bedeutung hat Öz,/öp,, so daß man also hat: 


02% k dm un k 

167) =, ge =. 
Aus denselben Gleichungen folgt: 

168) ER y $ IÈ pp 


Dagegen ist bei Bildung der z, die Zeit konstant zu 
erhalten, so daß man hat: 


169) de m ðn,- 


Versteht man daher unter einem partiellen Differential- 
quotienten der =’, einen solchen, wobei von den Variabeln z, 
p, und p’, alle konstant erhalten werden, bis auf die eine, 
nach welcher differenziert wird, so ist: 


E ôg 0m S T , 

170) im" Im + = 7m ?ır 
= en a 02 

171) an In = 5 


letzteres gemäß den Gleichungen 167). Durch Differentiation 
derselben Gleichungen folgt: 


d (öm\ 6; en 
taa) ra= +2 a? 


Es ist also: 


0, d (3z) ô ng" ôk 5 St e a 
Te a a er 


Wir setzen nun kürzehalber 


£ z om: au 
no EL A d. 
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so daß wir schreiben können: 


- dx, _ d 
149 Im a GE) - + It pie 


Die geometrische Bedeutung der hier neu eingeführten 
Größen ergibt sich durch folgende Betrachtungen. 

Läßt man zuerst p, um dp, und hernach p, um dp, 
wachsen, y u die Größe z, zuerst um IT} dp,, hernach 


um ae? #7 =: ap) dp, zu. Diejenige Stelle des Raumes, 


wohin während dieses ganzen Prozesses der materielle Punkt, 
dessen Masse m, ist, von seiner Ausgangsstellung aus ver- 
schoben wird, heiße Bı. Nun soll umgekehrt zuerst p, und 


dp, und dann erst p, um dp, wachsen, so daß zuerst z, um 
k 


ou, 

IT;dp, und dann um |77, + Fa * dp) àp, wächst. Dabei 
gelange derselbe materielle Punkt, dessen Masse m, ist, von 
seiner unverschobenen Lage nach 4A;;. Man sieht sofort, 
daß, wenn k=r,r+1 oder r+2 ist, die Größe 

p mI ð = 

6) Pr = 
nichts anderes ist, als die Projektion der geraden Verbin- 
dungslinie Ah: Bh: der beiden Punkte 4, und Bi; des Rau- 
mes auf diejenige Koordinatenachse, nach welcher die z, 


gezählt werden. Bezeichnet man diese Projektion mit 
Ož: Di;, so ist also: 


dp, dp, = 2; dp,dp, 


ož, D% 
lim hihi . 
= dp. dp; 


Ähnlich seien Æ% und Ff die beiden Punkte des Rau- 
mes, wohin sich das Massenteilchen m, verschiebt, wenn 
einmal zuerst ? um d und dann p, um dp,, das andere 
Mal zuerst p, um dp,, dann erst t um di wächst. Ferner 
sei GEH die Projektion von Er} F} auf diejenige Koordi- 
natenachse, nach welcher die z, gezählt werden. In der- 
selben Weise, in der sich früher die geometrische Bedeutung 
von g, ergab, findet man jetzt, daß 
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Er 
l z = lim T 
ist. 

Bezeichnet man die Faktoren, mit denen Lagrange die 
Bedingungsgleichungen 6) multipliziert, mit m, {a <. + ix, SO 
folgt aus 6) und 4) in der bekannten Weise: 


175) X= ma + Èi mbio k= 1,2,8... 3n. 


3 
Führt man in dem Ausdrucke 3:2, x, statt der ðr, 
die dp, vermöge der Gleichungen 23) ein, welche in unserem 
Falle liefern: ôr, = >> IT) öp,, so erhält man: 
In 


176) S non = DEMO 


Der Koeffizient von dp, in dem Ausdrucke rechts soll, 
wie bei holonomen generalisierten Koordinaten die nach der 
Koordinate p, wirkende Kraft genannt und mit P, bezeichnet 
werden, so daß man also hat 


m Admin 


letzteres gemäß der Gleichung 175). 

Wir wollen nun, wie wir es bei Ableitung der La- 
grangeschen Gleichungen im vorigen Paragraphen taten, 
den Ausdruck z’, 52 nach der Zeit differenzieren. Es folgt: 

d r CEA un. a 0% , d GEA 
ea delap) T Aant Ai aa) 

Bei holonomen Koordinaten kann man offenbar ohne 
weiteres 


ajia de 
di\öm) dm 
setzen. Allein bei nichtholonomen ist dies nicht mehr ge- 
stattet. Denn es ist: 


zi = I + Yan, 
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daher: 
ðs, nÈ öl, 
öm dp m a jp P e 
wogegen: 
ð 
in” In, 
daher: 
a (öz! dIE OH, , 
a FT = ir i pir 
ist. Man hat daher: 
d CEA 7 CEA ’ CEF d Tk LEF 
ras nt +8 +a (47 Pr TAL 


oder nach Gleichung 174): 


d Ò Lr ” 
1 jaia) aia ast -ala Shani): 


Wir a nun diese Gleichung mit m,, addieren 


beiderseits >i m, $, ba und summieren schließlich bezüg- 


lich k von 1 bis 3n. 

Beginnen wir ganz links und schreiten zu immer mehr 
rechtsstehenden Gliedern der Gleichung 180) vor, so ist 

1. nach Gleichung 171): 


Ba 
d [., dx g GEJ dan 
181) lm, gr (2 52) - dr D 23,” Zr . 
J 


9, hat die bekannte Bedeutung. Es ist das Moment 
bezüglich der A-ten Koordinate und wird gebildet, indem 
man die lebendige Kraft 


3n 
182) T= Srm aR 
T 


als Funktion der p, und p’, ausdrückt und dann nach p, 
partiell differenziert. 

2. Wir betrachten zunächst den Fall, daß die p, die 
Bedingungsgleichungen identisch erfüllen. Dann ist bei 
konstanter Zeit für jedes / (1,2... ø): 
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In 
183) Dré, ôe, = 0, 
1 


wenn sich die p, beliebig ändern, daher auch, wenn alle 
anderen bis auf eines, das wir wieder p, nennen wollen, 
sowie die Zeit konstant bleiben. Mit anderen Worten, es 
ist für jeden Wert von ! und k: 


3n 
dx 
184) kė -—=(, l=1,2,8..r. hk=1,23,3...8 
Zian | 
3. Nach Gleichung 177) ist: 
Ban r 
185) Sim + Ins) za =P. 
1 1 
4. Aus Gleichung 182) folgt: 
Bn 
ÖL _ or. 
186) Dima, a Fp, 


Es ergibt sich also: 
3n a 
d ôT A ku 
187) ht Sim zz + >: TA 
1 1 


Es sei nun v, sowohl die Größe als auch die Richtung 
der Geschwindigkeit des r-ten materiellen Punktes, welcher 
die Masse m, =m,,,=m,,, hat, so dab =, Zopo Trpa 
die Komponenten von v, in den drei Koordinatenrichtungen 
sind. Ferner seien u, und w, die Riehtungen und die durch 
dtdp, resp. dp, dp, dividierten Größender Geraden, welche 
früher mit ELF} und A}. Bi; bezeichnet wurden. Dann kann 
man die Gleichung 187) auch in der Form schreiben: 


1) Wenn auch die Zeit öf wachsen würde, so würden die x 
zudem etwas andere Funktionen der p werden und man hätte jetzt 
für jedes l: 

Bn 
Port Dp & öx: = 0. 


Diese Gleichung gilt jedoch für unsere jetzigen Betrachtungen 
nicht, da mit allen bisher durch das Zeichen ô bezeichneten Variationen 
keine Veränderung der Zeit verknüpft ist. 
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En + Z, m, 9, [ut cos (v, uè) + 
h 

188) z 
+ Si w,cos(d, u |: 


wobei in der ersten Summe r bloß die Werte 1,4, T... 3n—2 
zu durchlaufen hat. 

Hiermit ist also 1. erwiesen, dass die Lagrangeschen 
Gleichungen in unveränderter Form bei Anwendung nicht- 
holonomer Koordinaten ungültig sind, und 2. jedesmal das 
Korrektionsglied berechnet, welches man ihnen beifügen 
muss, damit sie wieder gültig werden. 

Der Beweis erleidet nar eine unwesentliche Modifikation, 
wenn die Anzahl s der generalisierten Coordinaten größer ist 
als die Anzahl «= 3n — r der Freiheitsgrade des Systems. 
Dann bleiben’zwischen den generalisierten Koordinaten noch 
s — i = c Bedingungsgleichuugen bestehen, von denen einige 
holonom, andere nichtholonom sein können. Von den r 
zwischen den rechtwinkligen Koordinaten bestehenden Be- 
dingungsgleichungen werden dann also bloß r— co durch die 
generalisierten Koordinaten identisch erfüllt. 

Die Variationen öz, der rechtwinkligen Koordinaten 
bei konstanter Zeit müssen nach wie vor die r Gleichungen 6) 
erfüllen. Wir können alle diese Gleichungen in eine einzige 
zusammenfassen, indem wir jede mit einem willkürlichen 
Faktor u, multiplizieren und nachher alle addieren. Dadurch 
erhalten wir die resultierende Gleichung: 


189) > Su, Ei, =0. 


Die Festsetzung, daß diese Gleichung für beliebige 
Werte der u bestehen soll, vertritt vollkommen die x Glei- 
chungen 6). 

Wenn wir nun in der Gleichung 189) die dx durch die 
òp ersetzen, so muß sich die Anzahl der willkürlichen 
Faktoren A von t auf co reduzieren, da ja zwischen den dp 
nur ø Gleichungen bestehen, welche wir in der Form 
schreiben wollen: 
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190) DSa mòp =0, l=1,2...6. 
T 


Die Gleichung 189) muß sich daher nach Einführung 
der dp auf folgende reduzieren: 


DSi, mi 0m = 0, 


wobei die A jedenfalls » lineare, voneinander unabhängige 
Funktionen der u sind. 

Die Faktoren u, u, ... a, wurden nun nach Lagrange 
so gewählt, daß der Ausdruck 


In 
d? 
Sifa-mirı Iua)am 
1 
für alle Werte der öx, verschwindet. Nach Einführung der 
generalisierten Koordinaten verwandelt sich dieser Aus- 


druck in 


+ Droste, | + Daai} = 0, 
1 1 


wobei wieder r die Werte 1, 4, T... 8n — 2 zu durchlaufen 
hat. Wegen der für die u getroffenen Wahl, aus welcher 
analoge Eigenschaften für die  resultierten, muß die linke 
Seite der letzten beiden Gleichungen für alle überhaupt 
möglichen Werte der öp, verschwinden und man erhält die 


Bewegungsgleichungen: 
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In 
d sr , 1 " r 
ar a rtia” ma, + Dars) + 


191) y 
+ DA m, 
> 
oder 
Eu ER I" r r 
er =P,+ re v, | uz cos (v ur) + 
192) 


+ Du, cos (v | + >> à m = 0. 
1 


Die durch den Mangel der Holonomität der Koordi- 
naten bedingten Zusatzglieder zu den Lagrangeschen 
Gleichungen sind also ganz dieselben geblieben, .wie in dem 
Falle, dass die Anzahl der generalisierten Koordinaten 
gleich der Zahl der Freiheitsgrade des Systems ist, so daß 
zwischen den generalisierten Koordinaten keine Gleichungen 
mehr übrig bleiben und es ist somit die gestellte Aufgabe 
in voller Allgemeinheit gelöst. 


& 28. Beispiel zum vorigen Paragraphen. 


Wir wollen die gefundenen allgemeinen Gleichungen an 
folgendem Beispiele?) illustrieren. Zwei Riemenscheiben sind 
durch einen Treibriemen verbunden, welcher parallel der 
Achse der Scheiben in ähnlicher Weise hin- und her- 
geschoben werden kann, wie man einen Treibriemen von 
einer wirkenden Scheibe auf eine Leerscheibe oder um- 
gekehrt verschiebt. Die eine Riemenscheibe verjüngt sich 
nach einer Seite hin, wogegen sich die andere nach der 
entgegengesetzten Seite nach einem solchen Gesetze verjüngt, 
daß ein und derselbe Treibriemen überall paßt, wenn er 
in der geschilderten Weise verschoben wird. Eine solche 
Verschiebung des Riemens bewirkt gewissermaßen eine Ver- 
änderlichkeit der Radien r, undr, der beiden Riemenscheiben 
und daher auch des Übersetzungsverhältnisses Pa = r, ffa 


1} Borchardts Journ. Bd. 98, Heft 1, S. 87, 1885. 
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Ist daher p’, die Winkelgeschwindigkeit der einen, w 
die der anderen Riemenscheibe. so hat man w = p p,- 
Wenn p, veränderlich ist, so kann man p, und die gesamte 
Winkeldrehung p, der ersten Riemenscheibe während einer 
gewissen Zeit als Koordinaten eiues Punktes A, der ent- 
weder der zweiten Rıemenscheibe angehört oder mit ihr fest 
verbunden ist, wählen. Es sind dies nichtholonome Koordi- 
naten, da es zur Bestimmung der Lage des Punktes A nicht 
gleichgültig ist, ob zuerst p, und dann p,, oder umgekehrt 
zuerst p, und daun p, sich um dieselben Beträge ändern. 

Der gleiche Effekt würde erzielt, wenn sich zwischen 
zwei nach entgegengesetzten Seiten konisch sich verjüngenden 
drehbaren Rotationskörpern eme Scheibe S drehen würde, 
die auf keinem der Rotationskürper gleiten könnte und die 
parallel ihrer Drehungsachse verschiebbar wäre. 

Man kann vielleicht zweifeln, ob derartige Bedingungen 
ohne jede Gleitung realisierbar sind. Jedenfalls haben aber 
die Bedingungen, an welche wir uns das aus den beiden 
Riemenscheiben bestehende mechanische System gebunden 
dachten, genau die Eigenschaften, welche Hertz in seiner 
Mechanik von nichtholonomen Bedingungen fordert (Hertz’s 
Mechanik, 1. Buch, Abschnitt IV} Daß das in diesem Bei- 
spiele gebrauchte mechanische System nicht holonom ist, 
ersieLt man auch, wenn man bedenkt, dass die Winkel- 
stellung w der zweiten Riemenscheibe nur durch die Glei- 
chung dp,=adp, bestimmt ist, welche nicht integriert werden 
kann. Daher ist diese Winkelstellung und die Lage jeder 
Masse, deren Bewegung davon abhängt, in nicht holonomer 
Weise durch die Koordinaten p, und p} bestimmt. 

Die Summe der lebendigen Kraft aller mit den beiden 
Riemenscheiben fest verbundenen Massen kann als Funktion 


von p, und a ausgedrückt werden. Sie ist 
T=}KX+Lp)r}. 


wenn £ die Zeit ist und X und L die 'Trägheitsmomente 

aller mit der ersten, respektive zweiten Kiemenscheibe fest 

verbundenen Massen bezüglich der jewsiligen Drehungsachsen 
Boltzmann, Mechanik IL 3 
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sind. Alles übrige denken wir uns dabei massenlos, so unter 
anderen den Riemen, resp, die Scheibe sS. 

Wır wollen die Bewegungsgleichungen nur in dem 
speziellen Falle ableiten, daB unser ganzes System aus 
einem einzigen Massenpunkte von der Masse m besteht. 
welcher mit der Achse im unveränderlichen Abstande r davon 
fest verbunden ist, um welche die Drehung mit der Winkel- 
geschwindigkeit w geschieht. Dann ist also K=(0, L=emr 

Wir wählen die Ebene, in welcher die Masse m rotiert, 
als Koordinatenebene, den Mittelpunkt des Kreises, in dem 
sie sich bewegt, ala Koordinatenursprung, und bezeichnen die 
rechtwinkligen Koordinaten der Masse m zu irgend einer 
Zeit mit z,, 2 

Dann reduzieren sich die Gleichungen 23) auf 
193) dz, = Hi dp, + H,dp,, dz, = Ni dp, = M? dp, 
wobei 

M = NI} = 0, IN = — p7, II = pg. 

Daraus folgt: 


a dm, i 
öp Pau, AA 
ôi __ 
Da Aarau, m 
ER ðm  , am _ Az _ 
Ti: i a T a 5 
. ôO} öm 
ud a ae a. 
194) , _em am 
Y,=-071,”= on ep n 
ern, SP = la 0, Mp’ Femme): 


Das Gleichungssystem 187) reduziert sich auf die beiden 
Gleichungen: 


Te Rt mp, + Ep) 
| + Fr] 
| = P,+ mir, EP: +r p) + 
HEEP, + EaP) 
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und die Substitution der gefundenen Werthe liefert: 


d (P P’ 1 P 
196) HPD _ mp a tP Pa P50. 

Die Lagrangeschen Gleichungen in ilrer gewöhnlichen 
Form aber würden falsche Bewegungsgleichungen lefern. 
So würde z. B. die gewöhnliche Lagrangesche Glen hung 
auf die Koordinate p, angewandt lauten: 


da oT 
dataa 


Nun enthält der Ausdruck für T das p', gar nicht, es 
ist also g, = 0, dagegen enthält er das ungestrichene p, und 
es ist ð Tjĝp, = mr’p,p?. Aus der gewöhnlichen Form 
der Lagrangesehen Gleichung würde also folgen 


P, ta mrp, pi» 


was, wie man leicht einsieht, eine Ungereimtheit wäre, wo- 
gegen das von uns gefundene Resultat P, = 0 physikalisch 
vollkommen evident ist. 

Dieselben Gleichungen passen auf folgendeu Fall Mit 
einer horizontalen Achse sei eine vertikale ebene Scheibe 
fest verbunden. p, sei deren Drehung zu irgend einer Zeit. 
Daneben steht eine vertikale Achse von quadratischem Quer- 
schnitt, welche Massen trägt und deren Dreliungswinkel w 
sei, Auf ihr gleite eine Röhre von gut passender Höhlung 
mit quadratischem Querschnitt. Mit der Röhre ist eine 
kreisförmige horizontale Scheibe vom Radius eins fest ver- 
bunden, welche auf der vertikalen Scheibe rollt und darauf 
zwar radial aber nicht tangential gleiten kann. Der ver- 
änderlich gedachte Abstand des Mittelpunktes der borizon- 
talen Scheibe vom Punkte, wo die Verlängerung der hori- 
zontalen Achse die vertikale Achse trifft, ist p. Dem Übel- 
stand, daß eine einzige in einem fixen Kreise bewegliche 
Masse durch zwei Koordinaten bestimmt erscheint, können 
wir abhelfen, indem wir die Gleichungen für den Fall ab- 
leiten, daß die Masse m oder eine zweite Masse ınit der 


horizontalen Scheibe fest verbunden ist. 
8* 
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§ 2%. Variation der Integrationsgrenzen. 


Wir wollen nun wieder zu den Formeln des § 6 und 
speziell zur Gleichung +1} zurückkehren. 

Für jede unter dem Einflusse gegebener Kräfte ge- 
gebeneun Bedingungen gemäß erfolgende (natürliche) Be- 
wegung gilt, wıe dort bewiesen wurde, die Gleichung 42), 
aus welcher die Bewegungsgleichungen 43), resp. 49) 
folgen. Umgekehrt folgt aus den Bewegungsgleichungen 
die Gleichung 42); denn, wenn wir die allgemeinste Form 
der Bewegungsgleichungen, nämlich die Gleichung 49) mit 
öp, mulüplizieren und bezüglich aller A summieren, so er- 
halten wir 


: d gn 4 
ie Henn F Fran 


was infolge der GR des Systems ver- 
schwindet. Multipliziert man die linke Seite mit di und 
integriert von i, bis 4, so ergibt sich in der Tat die wlei- 
chung +2). 

Mit Rücksicht auf diese Gleichung reduziert sich die 
Gleichung 41) auf: 


L : “ f 
197) f lar+ > P,òp,)di = Di | ASA | ; 
te to 


Diese Gleichung gilt jedesmal, wenn folgende Be- 
dingungen erfüllt sind: 

1. Die unvariierte Bewegung muß eine „natürliche“ 
sein, d. h. sie muß mit den Bedingungsgleichungen vereinbar 
sein und ihr zeitlicher Verlauf muß die Bewegungsgleichungen 
des Systems erfüllen. 

2. Die Variation muß ebenfalls mit den Bedingungs- 
gleichungen vereinbar sein, d. h. für ein holonomes System 
muß jeder Zustand der variierten Bewegung, für ein nicht 
holonomes aber jeder Übergang von irgend einem Zustande 
der unvariierten zum korrespondierenden Zustande der 
variierten Bewegung mit den Bedingungsgleichungen ver- 
einbar sein. 
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Besonders wichtig ist der Fall, daß eine Kraftfunktion V 
existiert, daß also 


$ Pam =— 0" 7 


die vollständige Variation einer Funktion — F der verall- 
gemeinerten Koordinaten darstellt und daher mit — ò F zu 
bezeichnen ist. Die Funktion V kann auch die Zeit explizit 
enthalten; allein dann darf die Zeit nicht variiert werden. 

Da es für das Folgende von besonderer Wichtigkeit ist, 
so heben wir nochmals hervor, daß V lediglich die für die 
unvarıierte Bewegung geltende Kraftfunktion bedeutet, und 
daß daher unter ö V nur die Variation des V zu verstehen 
ist, welche dadurch bewirkt wird. daß bei der varlıerten Be- 
wegung die Koordinaten statt p, die Werthe p, + dp, haben. 
Eine etwaige Kraftfunktion der Zusatzkräfte, welche den 
Übergang der unvariierten in die variierte Bewegung be- 
wirken, ist nıemals in ô V einzubegreifen. 

Wir setzen, wenn eine Krafttunktion existiert, ein für 
allemal: 
198) T-V=-H, T+V=E. 

Die Gleichung 197) reduziert sich dann auf 


h a. h 
199) fouit = Ir ndn 
t S to 


Es seien nun, wie bisher immer, p,, p, und g, die 
Werte einer beliebigen (der A-ten) Koordinate, der ent- 
sprechenden Geschwindigkeit und des entsprechenden Mo- 
mentes zu irgend einer Zeit ? für die unvariierte Bewegung, 
Pa = Pa H OPa Ver, tP a= a HI aber seien 
die Werte derselben Koordinate, Geschwindigkeit und des- 
selben Momentes zur selben Zeit bei der variierten Bewegung 

Ferner seien T und V die Werte, welche die lebendige 
Kraft und die Kraftfunktion annehmen, wenn man darin 
für die Zeit, die Koordinaten und in T auch für die Ge- 
schwindigkeiten oder Momente die Werte t. p,. Vas ga SUb- 
stitwert, T = T+ ôT, 8V = 7 + ôV aber die Werte, welche 
diese Größen für dieselbe Zeıt ¿ annehmen, wenn man für die 
Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente die Werte p,, 
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Pas 9, substituiert. Da V und T dieselben Funktionen der 
Zeit, der Koordinaten und derGeschwindigkeiten oder Momente 
geblieben sind, so ist 


: aay = 

200) V= Di, 3m =—- DAP,’ 
1 1 

i ; ; ; T 

201) ST= D(F ar, + oP). 
1 


Wir bezeichnen weiter mit pi, pR, ghs Vos Tos H, und 
FE, die Werte dieser Größen für die untere Grenze t, der 
Integrale 197) und 199). p= p} + 3p, VR =p + 07%, 
ai= qt +õq? aber seien die Werte der h-ten Koordinate, 
Geschwindigkeit und des k-ten Momentes bei der variierten 
Bewegung zur gleichen Zeit 4- Ebenso seien pi, PÀ, hs 
V, T, 4 und E die Werte der entsprechenden Größen 
für die unvariierte Bewegung zur Zeit 4, und pi =p} + Ôp}, 
pl=pil+öpl und q =g +g die Werte für den der 
Zeit, 4 entsprechenden Zustand der variierten Bewegung. 

Wir seizen nun 


h 
202) W= [ Hat 
% 


und bilden auch das diesem Integrale entsprechende Integral 
W= W+öTW für die varüierte Beweguug. In diesem letzteren 
Integrale braucht aber die untere Grenze für die Zeit nicht 
wit der unteren Grenze #, der Zeit in dem für die unvari- 
ierte Bewegung geltenden Integrale W zusammenzufallen, 
sondern die erstere untere Grenze kann eine unendlich wenig 
von 4, verschiedenv Zeit t, = t, + óf, sein. Ebenso kann die 
obere Grenze des Integrales ® eine unendlich wenig von &, 
verschiedene Zeit t =4 +6öi sein, so daß wir erhalten 


tı t, 
208) B=-W+IW=- fT- Yar= fi, 
to to 


in welcher Gleichung auch die unendlich kleinen Glieder 
erster Orduang gleich sein müssen. 
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Nach den Regeln der Variationsreehnung hat man 
unendlich Kleines zweiter und höherer Ordnung zu vernach- 
lässigen und tindet somit: 


4 
8W=(T —P)ot -(n— F) et — [e#T-3 Nat = 
204) h 


l 


Weun Fund die x die Zeit nicht explizit entbalten, also fur 
skleronome durch skleronome Koordinaten bestimmte Systeme 
kanu man übrigens ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
òt, =0 setzen. Man denkt sich dann die varıierte Beweguug 
„ur selben Zeit beginnend, wie die untariierte. was in diesem 
Falle ihren Verlauf in keiner Weise ändert. Die Variation 
der oberen Grenze öt, muß dann gleich dem Betrage ge- 
macht werden, um wieviel die ganze Integrationszeit m dem 
durch Formel 203) bestimmten Integrale W größer ist, als 
in dem durch Formel 202) gegebenen Integrale W. 

h 


tı 
= H ðh — H, ôt + f| 3 Hat. 
% 


Das Integral f ôH dt in Gleichung 204) hat nun genau 


ts 
dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 199} Wie dort kann 
man in ÖH=dT—ÖY die Werte 200) und 201) substitueren, 
die mit öp’ behafteten Glieder partiell integrieren und schieß- 
lich die infolge der Bewegungsgleichuugen des Systems und 
den Bedingungen sich auf Null reduzierenden Glieder weg- 
lassen. Man erhält dann wieder die Gleichung 19%, nämlich 
h ha t 
öRdt=S |g òp, l|. 
frag. 
Dje Substitution dieses Werten ın (lie (Gleichung 204) 
aber liefert: 


205) ð W = H òh — H, h -+ Sag, In. 
Man kann auch umgekehrt sagen, wenn man von irgend 


einem Übergange gewisser Anfangıwerte zu gewissen End- 
werten als der unrariierten Bewegung ausgeht und die 
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Gleichung 205) für alle variierten Übergänge gilt, welche 
den Bedingungen 45) entsprechen, se ist der uuvariierte 
Übergang, von dem man ausging, immer eine den für die 
gegebenen Werte von V und x geltenden mechanischen 
Gleichungen entsprechende (eine „natürliche“‘) Bewegung 
des Systems, da dann nach partieller Integration der öp’ 
enthaltenden Glieder in dem von 4 bis t, erstreckten 
Integrale der Koeffizient der Variation jeder Koordinate, 
insofern dieselbe nicht durch die Bedingungsgleichungen be- 
stimmt ist, für jedes t verschwinden muB, woraus man wieder 
die Bewegungsgleichungen des Systems erhält. 

Die Gleichung 205) sagt daher, wenn sie für alle mit 
den auseinandergesetzten Bedingungen verträglichen Varia- 
tionen einer gewissen zeitlichen Veränderung der p gilt, aus, 
daß diese Veränderung der y den Bewegungsgleichungen der 
Mechanik entspricht also die entsprechende Bewegung des 
Systems eine natürliche ist. 


8 30. Ableitung der Gleichung, welche die Grundlage für 
das Folgende bildet, 


In Formel 205) sind Sp’, und öp°, die Zuwächse, welche 
die A-te Koordinate erfährt, wenn man von den Zuständen 
der unvariierten Bewegung, welche zu den Zeiten 4, und #4, 
also den beiden Integrationsgrenzen des durch Formel 202) 
gegebenen Integrales W eintreten, zu denjenigen Zuständen 
übergeht, welche bei der variierten Bewegung zu denselben 
Zeiten t, und i, eintreten. Es ist besser, diejenigen Zu- 
wächse einzuführen, welche eintreten, wenn man zu den 
Zuständen übergeht, welche bei der variierten Bewegung zu 
den Zeiten t, = i + ôt, und t =f + ôt, eintreten, welche 
letztere Zeiten wieder die beiden lntegrationsgrenzen des 
durch Formel 203) definierten Integrales ® bilden. Wir 
wollen die in letzterer Weise erhaltenen Koordinatenzuwächse 
durch Weglassung des darübergesetzten Querstriches be- 
zeichnen. Beim Übergange von dem zur Zeit t, stattfindenden 
Zustande der unvariierten Bewegung zu dem zur gleichen 
Zeit é stattfindenden Zustande der variierten Bewegung 
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wächst die Koordinate p, und òp°,. Da bis auf unendlich 
Kleines sich auch bei der variierten Bewegung die Koordi- 
nate p, zur Zeit t mit der Geschwindigkeit p'i ändert, su 
wächst beim Übergangs von dem zur Zeit i, stattfindenden 
Zustande der varıierten Bewegung zu dem zur Zeit 1,+6öt, 
stattfindenden Zustande derselben Bewegung pa um pi ót. 
Die Summe dieser beiden Zuwächse ist die Größe, die wir 
soeben öp°, ohne Querstrich darüber nannten. 

Es ist also dp} =dp? + p'è dt, und ebenso findet man 
öpl=Ööpi+p}öt. Da zudem nach Gleichung 57) und 
198) allgemein 


>rp,n=2T md E=2T—H 
1 


ist (ersterer aber nur für skleronome generalisierte Koordi- 
naten), so erhält man: 


I (2, öp}, sg a, Ph) = Ira, Ip, — do 
= 2T, ôt = T, dt, " 


Die Substitution dieses Werthes in die Gleichung 205) 
aber liefert: 


wl 
| 


207) IW=— E ðh + E ðt, + 5al, ph — g, p’). 


Diese Gleichung ist die Fundamentalgleichung, aus 
welcher wir nun eine Reihe allgemeiner Relationen ableiten 
wollen. Sie erfordert nicht, daß das System skleronom sei, 
aber die generalisierten Koordinaten müssen skleronom sein, 
d. h. die Lage des Systems muß durch sie zu allen Zeiten 
in gleicher Weise bestimmt sein. Es muß eine Kraftfunktion 
existieren, welche aber die Zeit explizit enthalten kann. 
Falls diese die Zeit nicht explizit enthält, ist natürlich 
p= E. 

i D Gleichung 207) zegt, daß die Größe W. wenn die Zeit, 
die Anfangs- und die Endlagen nieht variiert werden, für natür- 
liche Bewegungen ein Grenzwert ist. Wenn die Integrations- 
grenzen nicht über ein gewisses Maß ausgedehnt werden!) 


t} Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, S. 64. 
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und die Kraftfunktion V konstant ist, also keine explizıten 
Kräfte wirken, so ist dieser Grenzwert stets ein absolutes 
Minimum. Man sieht dies am besten, wenn man recht- 
winklige Koordinaten einführt. Es ist dann die zweite 
Variation von W gleich der Summe der mit den Massen 
multiplizierten Quadrate der Variationen der Geschwindig- 
keitskomponenter, also eine wesentlich positive Große. Wenn 
dagegen explizite Kräfte wirken, so wären darüber noch 
besondere Untersuchungen notwendig, und es wäre vielleicht 
der Zusammenhang zwischen den Bedingungen der Existenz 
eines absoluten Minimums und der kinetischen Stabilität 
der betreffenden Bewegung von Interesse. 

Man legte der Funktion W, weil sie in so vielen Fällen 
ein absolutes Minimum ist, eine metaphysische Bedeutung 
bei und nannte sie die Wirkung, besser hätte man sie freilich 
den ‚.Kraftaufwand“ genannt: denn man könnte sich meta- 
physische Gründe denken, weshalb die Natur alles mit dem 
kleinsten Kraftaufwande erreicht, kaum aber dafur. daß sie 
immer eine möglichsi kleine Wirkung erzielt. Es machte 
übrigens schon Jacobi darauf ıutmerksam, daß, wo Dife- 
rentialgleichangen existieren, im .llgemeinuen immer auch 
ein bestinmtes Integral existiereu wird, welches durch die 
den Diflerentialgleichungen entsprechenden Veränderungen 
zu einem Grenzwerte gemacht wird, daß es daher gar keine 
metaphysische Bedeutung hat, wenn es ein solches Integral 
auch für die Differeutialgleichungen der Mechanik gibt. 

Ohne irgend welehe metaphysische Nebengedanken 
wollen wir trotzdem kürzehalber alle aus Gleichung 207) 
fießenden Relationen unter dem Namen „Wirkungsprinzipe“ 
zusammenfassen, Das einfachste derselben war schon lange 
bekannt. aber erst durch Hamilton und noch vollkommener 
durch Jacobi erhielten wir emme allgemeine Übersicht über 
alle diese Relationen und ihren Zusammenhang, weshalb 
man wohl auch ihren Inbegriff, aber keineswegs bloß den 
im ersten Abschnitte behandelten Satz als das Hamilton- 
sche oder Hamilton-Jacobische Frinzip bezeichnen darf. 
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$& 31. Allgemeine Gleichungen Jacobis. 


Ehe wir jedoch hierzu übergehen, wollen wir, Jacobi 
folgend, unsere Gleichungen noch verallgemeinern. Wir 
werden zwar in Jen folgenden Paragraphen dieses Buches 
nur Fälle betrachten, wo T eine homogene quadratische 
Funktion der p’ ist. Man stößt aber manchmal auf Glei- 
chungen, die sonst denen ganz analog sind, mit denen wir 
es hier zu tun haben; nur daß die p’ in anderer Weise in T 
enthalten sind. Es ist daher nützlich. uns für einen Augen- 
blick von jeder speziellen Annalıme über das Vorkommen 
der p’ in 7 unabhängig zu machen. 

Sei H eine ganz beliebige Größe, welche in heliebiger 
Weise 1. eine independente Variable, welche wir behufs 
Vereinfachung der Sprechweise die Zeit nennen, 2. beliebige 
Funktionen p), P} .--p, der Zeit und 3. deren Differential- 
quotienten p’,,2,.-.-?', nach der Zeit enthalte. Die par- 
tiellen Ableitungen des H nach den p’, welche natürlich so 
zu bilden sind, als ob die p,p’ und # independent wären, 
bezeichnen wir mit q. Wir setzen also: 


208) =. T E 


Durch diese s Gleichungen sind die g als Funktionen 
der p, p' und der Zeit gegeben. Wir nehmen an. daß sich 
daraus umgekehrt die p' als Funktioneu der p,q und der 
Zeit finden lassen und daß sie dann in der Form erscheinen: 
209) P'a = WiP, g À). 

Alle diese Ausdrücke können entwickelt werden, wenn 
H als Funktion der p,p’ und der Zeit gegeben ıst. Wir 
setzen weiter: PR 
210) E= Dr, H. 

Ferner nehmen wir an, daß von der Zeit 4, bis zur 


Zeit 4 die p, p' und g bestimmt sind durch ihre Anfangs- 
werte und folgende Difterentialgleichungen 


211) u Y kap, 
Im 


wo der Index q des Ö ausdrückt, daß die partiellen Dife- 
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rentialquotienten so zu verstehen sind, daß E als Funktion 
der p, q und der Zeit auszudrücken, also die p’ darin durch 
die Werte 209) zu ersetzen sind. Außerdem sollen die Zu- 
wächse der p noch e Bedingungsgleichungen von der Form 


h=a 
212) tdt} n dp =0, I=1,2...e 
hæl 


erfüllen, wodurch die A hestimmt erscheinen. Sobald H ge- 
geben ist, können die p als Funktionen der g ausgedrückt 
werden, es sind also durch die Gleichungen 211) und 212) 
die Gesetze der Veränderung der p, p und g bestimmt. 
Den Inbegriff der mittels dieser Gleichungen aus gewissen 
Anfangswerten für alle Zeiten von £, bis 4 folgenden Werte 
nennen wir die unvariierten Werte oder auch symbolisch 
die unvariierte Bewegung der Werte der p, p’ und q. 

Wir wollen nun den zu jeder Zeit hierbei eintretenden 
Werten der p unendlich kleine Zuwächse erteilen. Die đa- 
durch entstehenden Werte der p nennen wir deren varlierte 
Werte. p, soll dabei zur Zeit? den Zuwachs dp, erfahren. 
Sämtliche öp sollen sonst ganz willkürlich sein, nur sollen 
sie gleich endlichen kontinuierlichen differenzierbaren Funk- 
tionen der Zeit multipliziert mit einer unendlich kleinen 
Konstanten sein, und den Bedingungen 


hes N 
213) Sapp =0. I=12...0 
h=1 


genügen. Der Inbegriff aller variierten Werte der p bildet 
wieder ein kontinuierlich mit der Zeit sich änderndes Wert- 
system, das variierte oder die variierte Wertebewegung, bei 
welcher der Differentialquotient des p, zur Zeit ¿ gleich 


ist. Der zweite Addend ist also der Zuwachs ôp',, den der 
Wert der Größe p, zur Zeit t beim Übergang von einem 
Wertsystem der ursprünglichen zum korrespondierenden (d.h. 
in unseren gegenwärtigen Betrachtungen zur gleichen Zeit 
gehörenden) der variierten Bewegung erfährt. Die ent- 
sprechenden Zuwächse der g findet man durch Variierung 
der Gleichungen 208). 
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Wir wollen nun das Integral T dt zunschat für die 

ursprüngliche Wertebewegung Berechnen und dann den Zu- 

wachs ð f Hdi suchen, welchen dieses Integral beim Über- 


t 
gang von der ursprünglichen zur variierten Bewegung er- 
fährt. Nach den Regeln der Variationsrechnung ist, da wir 
in diesem Paragraphen die Zeitgrenzen nicht variieren: 


h=s 


h h 
N y r RE: i 
214) gaa = fat AOU Ta 37): 
% à= 


und man erhält durch partielle Integration: 


215) ə faar -fu I (- + a) Spt Slasa. 
te to h=1 h=l bs 


Wir denken uns nun in die Größe E einmal die 
Variabeln i,p, p', dann die Variabeln ż, p. q eingeführt, indem 
wir die p' durch die Werte 209) ersetzen. Wenn dann sämt- 
liche der Größen ź, p, p ganz willkürliche unendlich kleine 
Zuwächse ò, ¿, ö,p, und ò p’, erfahren, so wird das so oder 
so ausgedrückte Æ denselben Zuwachs , E erfahren müssen. 
Die aus den Gleichungen 208) bierbei folgenden Zuwächse 
der g bezeichnen wir mit ô g. 

Aus Gleichung 210) folgt: 

hær 
ô, E = Èran = h Pa — Ea t. 


Denkt man sich dagegen in E die Variabeln p, q und ? 
eingeführt, so folgt: 


hms 
ro NAg ô, E ôP, 
45-2 (ra) + rt 


Da diese beiden Werte von ô, E für alle ô p, ô g und 
ö,t identisch gleich sein müssen, so folgt: 
ô, E ôH E _ dp öE __ H 


= 7. 


Ô pn öm ae dt 


216) 
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Genügt daher das System der unvariierten Werte (die 
unvariierte Wertebewegung) den Gleichungen 211), so folgt 


h=r h=s 2 g 
DT / dgr p B ` i (- A u Cy EN 3 _ 
2-2 nm 
h=1 h=1 
o h=a 


l2 


> ba 2 ar ÒPas 
h=1 


i=1 


was vermöge der Bedingungen 213) verschwindet. Man 
erhält also aus 215): 


4 h=s 
217 ö/Hdti=\S PA 
) J Sa r,l 

Man sieht sofort, daß diese Gleichung eine Verall- 
gemeinerung der Gleichung 207) ist, welche man wieder 
erhält, wenn man speziell unter den p die generalisierten 
Koordinaten des dort betrachteten materiellen Systems und 
unter H den Ausdruck T — Y versteht, dagegen ist Glei- 
chung 207) insofern weit allgemeiner, als in derselben auch 
die Integrationsgrenzen für die Zeit variiert werden, wäh- 
rend in 217) die Zeit nicht variiert. Da T unter den für 
die Gleichung 207) geltenden Voraussetzungen der (lei- 
chung 57) genügt, so geht unter ehendiesen Voraussetzungen 
die Gleichung 210) über in E = 27 — H, was dann liefert: 
E=-T+VP. 

Diese allgemeineren Gleichungen falen jedoch nicht 
zusammen mit den mechanischen Bewegungsgleichungen, 
welche für den Fall gelten, daß die Koeffizienten der 
(Quadrate und Produkte der verallgemeinerten Geschwindig- 
keiten im Ausdruck für die lebendige Kraft die Zeit explizit 
enthalten Im letzteren Falle ist 207) und selbst die La- 
grangeschen Gleichungen im allgemeinen nicht mehr richtig. 
So würde für rechtwinklige Koordinaten bei variabler Masse 
die Gleichung 207) nur gültig bleiben, wenn die Bewegungs- 
gleichungen so lauten würden: 
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während man annimmt, daß auch bei veränderlicher Masse 


d» 2 
TE =Z ist. 


Hamel {Karlsrube) hat die Lagrangeschen Glei- 
chungen nach emer anderen Seite hin verallgemeinert, in- 
dem er statt der Momente lineare Fuuktionen derselben 
(Momentoide) eiuführte nachdem schon Lagrange und 
Poisson gewisse allgemeine Formeln aufgestellt hatten, in 
denen statt der Koordinaten und Momente irgend welche 
Funktionen derselben eingefügt erscheinen. 


m 


& 82. Nochmals dus Prinzip der stationären Wirkung. 


Wir gelangen in folgender Weise zunächst wieder zum Prin- 
zipe der stationären Wirkung. Wir lassen sowohl die untere 
Grenze t, als auch die obere Grenze £, in Formel 207) oder, 
wenn keine Kraftfunktion existiert, in Formel 199) unvariiert, 
so daß ôt = 4 = 0 ist, was, sobald die Kraftfunktion und 
die Bedingungsgleichungen die Zeit nicht explizit enthalten, 
darauf hinauskonımt, daß wir die Zeitdauer der Bewegung, 
über welche das Integral 202) erstreckt ist, unvariiert lassen. 
Ferner iassen wir zur Zeit f, welche die untere Grenze 
das Integruls 202) bildet, sämtliche materiellen Punkte für 
die unvariierte und variierte Bewegung die gleiche Lage 
haben, so daß also Öp",, welches in diesem Falle mit 
6p°, identisch ist, für jedes k verschwindet. Endlich lassen 
wir die Variationen der Geschwindigkeit für die Zeit 4, und 
die Zusatzkräfte, welche die unvariierte Bewegung in die 
variierte verwandeln, sonst zwar ganz willkürlich sein, binden 
sie aber an die eine Beschränkung, daB sie bewirken sollen, 
daß auch zur Zeit 4 die Lage sämtlicher materieller Punkte 
für die unvarıierte und variierte Bewegung dieselbe sein 
soll, so daß also auch dp!, = dpi, für jedes 4 verschwindet. 
Dann folgt also aus Gleichung 207): 

218) ôW =0. 


W ist ein sogenannter Grenzwert. Sein Zuwachs ist 
ein unendlich Kleines höherer Ordnung bezüglich der Zu- 
wächse Jp, dp’, und öy,, welche die Werte der Koordi- 
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naten, Geschwindigkeiten und Momente zu irgend einer Zeit 
im allgemeinen erfahren. 

Dieses Prinzip gilt, wie wir schon im I. Abschnitt 
sahen, und wie sich sofort ergibt, weun man in Gleichung 199) 
statt in Gleichung 207) die Zeit and die Anfangs- und End- 
koordinaten unyariiert läßt, auch wenn keine Kraftfunktion 
existiert. Nur darf dann das Variationszeichen nicht im 
gewöhnlichen Sinne vor das Integralzeichen gesetzt werden, 
sondern 


h 
SW =ò f(T—P)dt 
% 


muß bloß als ein symbolischer Ausdruck für 
h 


[ET— T V)dt 

t 
betrachtet werden. Um dies sinnfällig zu machen, könnte 
man wieder dafür ð W schreiben, und sobald unentschieden 
ıst, mit weichem Falle man es zu tuu hat, ò’ W, so daß 
also die allgemeinste Gleichung so lautet: 


2183) "W=0. 


Das Prinzip der stationären Wirkung gestattet, jede 
bestimmte mechanische Aufgabe auf eine rein phoronomische 
zu reduzieren, d. h. die Integrale der Bewegungsgleichungen 
jedes mechanischen Problems sind allgemein mit der zur 
Befriedigung der Grenzbedingungen nötigen Zahl von Inte- 
grationskonstanten gefunden, wenn die Lösung folgender 
Aufgabe gelungen ist: Die gegebene Zahl materieller Punkte 
ist im Verlaufe der zwischen zwei gegebenen Zeitmomenten 
i, und å liegenden Zeit in solcher Weise kontinuierlich im 
Raume von einer bestimmten willkürlich gegebenen Anfangs- 
lage zu einer ebenso willkürlich gegebenen Endlage über- 

h 


zuführen, daB W= f (T— V)dt, was wir die Wirkung wäh- 


% 
rend dieser Zeit nannten, ein Grenzwert wird, wobei T eine 
durch die Natur des Systems gegebene Funktion der Ko- 
ordinuaten und Geschwindigkeiten, V eine ebenfalls gegebene 
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Funktion der Koordinaten und der Zeit ist, welche beide 
Funktionen nebst den etwa vorhandenen Bedingungsglei- 
chungen, die für holonome Systeme bei der unvariierten und 
variierten Überführung eingehalten werden müssen, die Natur 
des Problems bestimmt. Für nicht holonome Systeme muß 
jeder Übergang von den unvariierten zu den korrespon- 
dierenden variierten Werten die Bedingungen erfüllen. 

Löst man die Bewegungsgleichungen der Mechanik für 
irgend eine mechanische Aufgabe in der geschilderten Weise 
mittels des Prinzipes der stationären Wirkung, so ist na- 
türlich die Berechnung der Integrationskonstanten am ein- 
fachsten, wenn diese nicht dadurch bestimmt sind, daß die 
Werte der Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten 
für irgend eine Zeit (= i,, den Zeitanfang), sondern da- 
durch, daß die Werte der Koordinaten allein aber für zwei 
verschiedene Zeiten (4, und i,, z. B. den Anfang und das 
Ende der Bewegung) gegeben sind. Sind sie in anderer 
Weise gegeben, so verfährt man folgendermaßen: Man denkt 
sich zuerst die Koordinatenwerte für i=4, und i=#, gegeben 
und findet so Integrale der Bewegungsgleichungen mit der 
nötigen Zahl von Integrationskonstanten. Hat man einmal 
so die Form der Integralgleichungen gefunden, so ist dann 
die Bestimmung der darin enthaltenen Integrationskonstanten 
aus irgend welchen anderen Grenzbedingungen bloß eine 
Aufgabe der gewöhnlichen Algebra und macht meist keine 
Schwierigkeit mehr. 

Daß unter Einhaltung der Bedingungsgleichungen des 
Systems und der Grenzbedingungen d1,= dt, =öp°,=öp!,=0 
die Gleichung ô W = 0 besteht, ist die Bedingung, daß die 
betreffende zeitliche Veränderung der p mit den Bewegungs- 
gleichungen verträglich ist, also eine natürliche Bewegung 
darstellt. Ein spezieller Fall zeitlicher Veränderung ist es, 
wenn alle p sich gar nicht mit der Zeit ändern. Für 
diese Bewegung, welche für skleronome Systeme jeden- 
falls eine natürliche ist, ist dann T=0, V konstant, 
W =— dl — 4) V] =— 6 — i)er. Die Bedingung, daß 
unter dem Einfluß gewisser Kräfte und Bedingungen voll- 
kommene Ruhe des Systems möglich, d. h. wie man sich 


Boltzmann, Mechanik IL 9 
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ausdrückt, daß sich die Kräfte am ruhenden Systeme unter 
der gegebenen Einschränkung der Bewegungsfreiheit das 
Gleichgewicht halten, ist also ð V = U oder in rechtwinkligen 


Ba 
Koordinaten >>, X,0x,=0. Dieses Prinzip, dessen Beweis 


Lagrange an die Spitze seiner Statik stellt, ist also ein 
einfacher spezieller Fall des Prinzipes der stationären 
Wirkung. Für rheonome Systeme gilt derselbe Beweis, wenn 
man á — 4 als sehr klein annimmt. 

Wir nannten V die Kräftefunktion oder auch das 
Potential. Helmholtz nennt es das statische Potential. 
Weil sich für bewegte Systeme in gewissem Sinne der Aus- 
druck H = T — V damit analog verhält, nennt Helmholtz 
die letztere Größe ‚u kinetische EBEN den Ausdruck 


fra = ife- Nat 


nennt er das inar kinetische Potential und bezeichnet 
ihn mit H. Es ist W = (f, — t) H, und da beim Prinzip der 
stationären Wirkung ti, — i, unvariiert bleiben muß, kann 
man dasselbe auch dahin aussprechen, daß das mittlere 
kinetische Potential Æ ein Grenzwert sein muß. 


$ 33. Beispiele. 


Erstes Beispiel über die Anwendung des Prinzipes der 
stationären Wirkung. Es sei ein einziger materieller Punkt 
gegeben, auf den gar keine (expliziten) Kräfte wirken und 
dessen Bewegung auch an gar keine irgendwie beschafiene 
Bedingungen geknüpft se. Dann ist V konstant und man 
sieht sofort, daB man es ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit gleich Null setzen kaun. Die Wirkung während 
der Zeiti, — í ist also, abgesehen von einem konstanten Faktor: 


h h 
219) 2W = [ddi= f(u? +v + wdt. 
% t 
An Stelle des Problems, in diesem Falle die Gesetze 
der Bewegung zu tinden, tritt das geometrische Problem, 
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den Punkt aus irgend einer gegebenen Anfangslage in irgend 
eine gegebene Endlage kontinuierlich mit der Zeit so über- 
zuführen, daß der Ausdruck 219) bei konstantem t, und #, 
ein Grenzwert wird, wobei c die Geschwindigkeit, u, v, w 
deren Komponenten in den Koordinatenrichtungen sind. Da 
in diesem Integrale die Koordinaten nicht vorkommen, so 
ist es gar nicht notwendig, dieselben als Variable einzuführen ; 
man kann gleich die Variabeln u,v und w beibehalten; nur 
hat man wegen der Unveränderlichkeit des Ausgangspunktes 
und Endpunktes der Bewegung die Bedingung beizufügen, 
daß die drei Integrale 


t; t i 
fedt, fedt, fudi 
to f îi 


unveränderlich sein müssen. Um den Grenzwert des Inte- 
grals 219) unter der Nebenbedingung, daß die letzteren drei 
Integrale unveränderlich sein müssen, zu finden, hat man 
nach den Regeln der Variationsrechnung zur Variation des 
ersten Integrals die der drei letzten mit willkürlichen aber 
konstanten Faktoren 4, øu, v multipliziert, hinzuzuaddieren, 
wodurch man erhält: 


h 
fatiu t ysu tot pdo tlw w= O. 
fo 


In dieser letzteren Gleichung sind jetzt ôu, ôv, dw 
ganz willkürlich. Daher müssen für den Grenzwert ihre 
Koeffizienten gleich Null, also u =— A, v =— g, w =—r, 
also alle drei Geschwindigkeitskomponenten konstant sein 
(Galileis Trägheitsgesetz). 

Die . Aufgabe, daß ein einziger materieller Punkt ge- 
geben ist, auf den keine expliziten Kräfte wirken, der aber 
gezwungen ist, sich entweder auf einer vorgeschriebenen 
Fläche oder auf einer vorgeschriebenen Kurve zu bewegen, 
wollen wir nicht weiter behandeln, da er nach dem Gesagten 
dem der Variationsrechnung Kundigen keine Schwierigkeit 
bereiten dürfte. 

Zweites Beispiel. Wenn die Bewegung eines freien 
materiellen Punktes mit den Koordinaten z, y, x unter dem 

g> 
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Einfluß der Schwere zu suchen ist, so kann man die z Achse 
vertikal nach abwärts ziehen. Dann ist V gleich — mgz 
und das Problem, die Bewegung des materiellen Punktes zu 
finden, reduziert sich auf die Aufgabe, einen Punkt so kon- 
tinuierlich während der gegebenen Zeit 4, —i, von einer 
beliebig gegebenen Anfangslage in eine beliebig gegebene 
Endlage zu überführen, daß dabei das Integral 


dy ee" 
wef GD +9") + monjas, 
welches jetzt die Wirkung während der Zeit t, — t, darstellt, 
ein Grenzwert wird. Sucht man nach den bekannten Regeln 
der Variationsrechnung' die Bedingung hierfür, wobei man 
am Da tut f, á und dt unvariiert zu lassen, so folgt: 


dx ern dy döy dz 2 
m Jaa HI a tar a tsis), 


Die partielle Integration und separate Nullsetzung der 
Koeffizienten von öx, öy und dx liefert dann die bekannten 
Gleichungen: 


Die sechs Integrationskonstanten bestimmen sich dadurch, 
daß für ?=t, und ¿=á die Werte der Koordinaten ge- 
geben sind. 

Auch bei dieser zweiten Aufgabe wollen wir den Fall, 
daß der materielle Punkt nicht frei, sondern gezwungen ist, 
entweder auf einer vorgeschriebenen Fläche oder auf einer 
Kurve zu bleiben, so daß der Grenzwert desselben Ausdrucks 
aber jetzt unter der Nebenbedingung zu suchen ist, daß die 
Koordinaten die Gleichung der Fläche oder die beiden 


Gleichungen der Kurve erfüllen müssen, dem Leser über- 
lassen. 


$ 34. Helmholtz’ Kräfte P und Definition der p' durch IR=0. 


In der Physik kommt häufig der Fall vor, daß die 
Gesamtkraft aus zwei Summanden besteht, von denen der 
eine eine Kraftfunktion F hat, der andere bloß als Funktion 
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der Zeit gegeben ist, so daß die nach irgend einer Koordinate 
P, wirkende Kraft P, die Form hat — ER wobei ®, 
eine gegebene Funktion der Zeit ist. Dann hat man einfach 
den Fall einer die Zeit enthaltenden Kraftfunktion und in 
den entwickelten Gleichungen ist zu setzen: 


220) =r- $ BP 


Es kann dann das betreffende System, seine Bewegung und 
auch die Kraftfunktion F gegeben sein und von den Glei- 
chungen die Beantwortung der Frage gefordert werden, welche 
Kräfte ®, zu den durch die Kraftfunktion F bestimmten zu 
jeder Zeit noch hinzugefügt werden müssen, um am ge- 
gebenen System die gegebene Bewegung hervorzurufen. 

Werden die Kräfte ®, von äußern Vorrichtungen auf 
das System ausgeübt, so sind dagegen — ®, die Kräfte, 
weiche umgekehrt das System auf jene Vorrichtungen ausübt. 

Helmholtz hat eine Verallgemeinerung des Prinzipa 
der stationären Wirkung gefunden, welche, weil sie in der 
Elektrodynamik Anwendung findet, hier noch erwähnt 
werden soll 

Er betrachtet 2s vollkommen independente Variabeln 
Pis Pac- Pas Phr Py---P/,, welche im Verlaufe einer ge- 
gebenen Zeit (von # bis 4) beliebige, sich kontinuierlich 
folgende Werte durchlaufen sollen, so daß also jetzt von 
vornherein gar nicht vorausgesetzt ist, daß p’, der Differential- 
quotient von p, nach der Zeit ist. 7 sei eine beliebig ge- 
gebene Funktion der 2s Variabeln p, p, ... pP, P'}--.p’,, jedoch 
sei es bezüglich der p’ eine ganze Funktion zweiten Grades, 
also durch einen Ausdruck von der Form 35) gegeben. 
Zwischen den s + 1 Variabeln ż, p,, ?,...p, können noch o 
holonome oder nicht holonome Bedingungsgleichungen von 


der Form n'dt+ I ai dp, =0 bestehen. V und die x 


seien beliebig gegebene Funktionen dieser s + 1 Variabeln. 
Er stellt nun die Forleo; da8 die Größe 


21) Q= -[[r-r-2 Dr | 
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ein Grenzwert sein soll unter folgenden Bedingungen: 1. ¿und i 
und die Werte der ungestrichenen p zu diesen Zeiten sollen 
nicht variiert werden, so daß man auch dż nicht zu variieren 
braucht, 2. die Variationen der ungestrichenen p sollen die 


Bedingungen erfüllen > m êp, = 0, l= 1, 2...0 


Da die gestrichenen p völlig unabhängig sind, so muß 
die Variation ð, Q, welche Q erfährt, wenn man sonst 
alles unverändert läßt und nur eines der p’, z. B. p’, um 
$p', wachsen läßt, verschwinden. Die im Ausdrucke für 2 
in der eckigen Klammer stehende Summe erfährt dann den 


Zuwachs 
Ara + De u ERATA F 


und daher wird: 


5, a= for Fe, - EA ATA 


da nun dp‘, eine ganz willkürliche kontinuierliche Funktion 
von # ist, die nur die Bedingung zu erfüllen hat, daß sie 
für jeden Wert aes ¿ unendlich klein sein muß, so muß der 
Faktor von öp’, in dem zuletzt für ð, Q gefundenen Aus- 
drucke für eo. t RN und man hat daher für jedes 
t und i= 1,2. 


dp, 
223) 3 ki di 27 Ô p'r Ò I 
Dies sind für die s Größen p’, — m z im ganzen s lineare 


Qhi 
ist, so sind die Koeffizienten dieser linearen Gleichungen 
gleich den a,,, und da nach 56) die Determinante dieser 
Koeffizienten nicht verschwindet, so können die sämtlichen 
linearen Gleichungen 222) nur erfüllt sein, wenn sämtliche 


Ausdrücke von der Form p’, — am verschwinden. Der in 


3 9 für das Nichtverschwinden dieser Determinante gegebene 


homogene Gleichungen. Da nach Gleichung 85) on = 
h i 
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Beweis gilt auch für rheonome generalisierte Koordinaten; 
denu man kann sich immer denken, daß die zwischen den 
rechtwinkligen und generalisierten Koordinaten zu einer 
bestimmten Zeit bestehenden Beziehungen unabhängig von 
der Zeit fortbestehen. Dann werden die generalisierten Ko- 
ordinaten skleronom, ohne daß die a ihre Werte ändern. 

Lediglich aus der Voraussetzung, daß der Ausdruck 221) 
unter den soeben präzisierten Bedingungen ein Grenzwert 
wird, folgt also, was früher Definition der p, war, daß 
pa = ŻE ist. Sobald aber dies bewiesen ist, wird der 
Ausdruck Q der Gleichung 221) mit dem Ausdrucke W der 
Gleichung 202) identisch, und da auch die Bedingungen, 
unter denen jetzt Q ein Grenzwert werden soll, identisch 
sind mit denen, unter denen früher W ein Grenzwert wurde, 
so folgt, wie damals so auch jetzt, daß die zeitliche Ver- 
änderung der p, für welche Q ein Grenzwert wird, die 
Lagrangeschen Gleichungen der analytischen Mechanik 
erfüllt. 


§ 35. Das Wirkungsprinzip als Grundprinzip der 
gesamten Naturwissenschnft. 


Historisch führte natürlich offener oder versteckter die 
Vorstellung der Zentrikräfte zwischen materiellen Punkten 
zur allmählichen Entwicklung der Mechanik in ihrer 
heutigen Gestalt. Daraus allein darf man freilich noch 
nicht den Schluß ziehen, daß diese Vorstellung des- 
wegen auch immer ihre Basis bleiben müsse. Es kommt 
ja oft genug vor, daß ein Satz, der zuerst unter gewissen 
beschränkenden Bedingungen gefunden wurde, sich später 
auch in allgemeineren Fällen als gültig erweist. So könnten 
die Prinzipien der Mechanik, wie das der virtuellen Ver- 
schiobungen oder das der stationären Wirkung, ebenfalls 
unter Bedingungen gelten, welche sich nicht durch Zentri- 
kräfte realisieren lassen. 

Es wurde in der Tat oft die Ansicht ausgesprochen. 
daß man die Vorstellung der Zentrikräfte ganz fallen lassen 
und an ihre Stelle irgend eines der allgemeinen Prinzipe 
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zur Basis der Mechanik machen solle. Wählt man hierzu 
das Energieprinzip, so muß man, da dieses viel spezieller 
ist, als die Gleichungen der Mechanik, noch eine ganze 
Reihe anderer Sätze hinzunehmen und mit der Ableitung 
des Gesamtmaterials aus einem einheitlichen Prinzipe ist es 
wiederum vorbei. Dies wäre nicht notwendig, wenn man 
das Prinzip der stationären Wirkung wählen würde, da aus 
diesem in der Tat die Gleichungen der Mechanik in ihrer 
Gesamtheit folgen. 

Es kann hier sogar der Fall ins Auge gefaßt werden, 
daß der Zustand von Systemen durch andere Koordinaten 
bestimmt ist, als solche, welche die Lage in einem dreidi- 
mensionalen Raume angeben. So haben z. B. Gibbs, 
Helmholtz u. a. Relationen aufgestellt, in denen die Tem- 
peratur, der elektrische Zustand und ähnliche Variabele 
vorkommen und welche die mechanischen Prinzipe, besonders 
das Prinzip der stationären Wirkung, als spezielle Fälle ent- 
halten. Allein diese Relationen sind in anderer Hinsicht doch 
wieder viel weniger allgemein. Sie gelten manchmal ausschließ- 
lich für Zustände, die sich nur unendlich wenig vom Gleich- 
gewichtszustande unterscheiden. Sie enthalten ferner der 
Mechanik fremde Dunkelheiten, wie den Begriff der Entropie, 
der Irreversibilität und zahlreiche erfahrungsmäßig gegebene 
Eigenschaften der Temperatur, Elektrizität etc., deren Vor- 
stellung keineswegs so einfach ist, wie die der geometrischen 
Beziehungen von Punkten. 

Es besteht die Möglichkeit, das Auftreten von @lei- 
chungen, welche denen der Mechanik analog sind, in der 
Theorie der Elektrizität, der Wärme etc., sowie die be- 
sonderen Eigenschaften, welche den in diesen Theorien 
vorkommenden Größen zukommen, daraus zu erklären, daß 
diese Phänomene durch verborgene mechanische Bewegung 
verursacht sind und auch die Dunkelheiten im Verhalten 
der in der übrigen Physik vorkommenden Größen durch 
mechanische Bilder aufzuhellen, z.B. die des Entropie- und 
Irreversibilitätsbegriffes durch Anwendung der Wahrschem- 
lichkeitsrechnung auf das Verhalten sehr zahlreicher ma- 
terieller Punkte. 
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Wenn ich sage, die mechanischen Bilder könnten im- 
stande sein, derartige Dunkelheiten aufzuhellen, so meine 
ich damit nicht, daß die Lage und Bewegung materieller 
Punkte im Raume etwas wäre, dessen einfachste Elemente 
vollständig erklärbar sind. Im Gegenteile, die letzten Ele- 
mente unserer Erkenntnis zu erklären ist überhaupt nicht 
möglich; denn erklären heißt ja, auf Bekannteres, Einfacheres 
zurückführen und daher muß das, worauf alles zurückgeführt 
wird, immer unerklärbar bleiben. Wenn daher auch alles 
aus den einfachsten Grundbegriffen der Mechanik erklärt wäre, 
so würden diese dafür in aller Ewigkeit geradeso unerklärbar 
bleiben, wie es heute für uns auch die der Elektrizitäts- 
lehre sind. 

Auch will ich nicht streiten, ob der Begriff der Lage 
im Baume, oder der der Temperatur, oder der einer elek- 
trischen Ladung an sich klarer ist: ein solcher Streit wäre 
gegenstandslos. Nur wäre es sicher klarer, wenn wir nicht 
nur alle Bewegungserscheinungen an festen, tropfbaren und 
gasförmigen Körpern, sondern auch Wärme, Licht, Elektri- 
zität, Magnetismus, Gravitation, alles durch die Vorstellung 
von Bewegungen materieller Punkte im Baume, also durch 
ein einziges einheitliches Prinzip erklären könnten, als wenn 
wir für jedes dieser Agentien wieder ein ganzes Inventar 
vollkommen fremdartiger Begriffe wie Temperatur, elektrische 
Ladung, Potential etc. brauchen, ob wir diese fremdartigen 
Begriffe nun als etwas vollkommen Selbständiges oder als 
lauter disparate für jede Energieform apart zu postulierende 
Energiefaktoren bezeichnen mögen. 

Wenn man sich schon überhaupt um die künftigen 
Jahrhunderte oder gar Jahrtausende kümmern will, so will 
ich gerne zugeben, daß es vermessen wäre, zu hoffen, daß 
das heutige mechanische Weltbild selbst nur in seinen 
wesentlichsten Zügen sich in alle Ewigkeit erhalten 
werde. 

Daher bin ich auch weit entfernt, von Versuchen, allge- 
meinere Gleichungen zu suchen, von denen die mechanischen 
nur spezielle Fälle sind. gering zu denken. Ja ich wäre 
mit dem Erfolge dieses Buches zufrieden, wenn ich durch 
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den Nachweis, wie klar ein Weltbild sein kann und muß, 
dazu beigetragen hätte, daß die Konstruktion eines anderen 
noch umfassenderen und klareren Weltbildes, sei es auf 
Grundlage des Energieprinzips oder des Prinzips der statio- 
nären Wirkung oder der geradesten Bahn, gelänge. Nur 
dem Leichtsinne, welcher, bevor ein anderes derartiges 
Weltbild von der ersten Grundlage bis zur Anwendung auf 
die wichtigsten Erscheinungen, die schon so lange durch 
das alte Weltbild erschöpfend dargestellt worden sind, 
detailliert ausgearbeitet vorliegt, ja ohne von den Schwierig- 
keiten der Konstruktion desselben eine Ahnung zu haben, 
das alte Weltbild der Mechanik für einen überwundenen 
Standpunkt erklärt, möchte ich entgegenarbeiten. Vor 
allem dürfte man, wenn man das Bild materieller Punkte 
vermeiden will, nicht doch wieder in der Mechanik später 
materielle Punkte einführen, sondern man müßte von anders 
beschaffenen Einzelwesen oder Elementen) ausgehen, deren 
Eigenschaften so klar wie die der materiellen Punkte zu 
schildern wären. 

Ich schrieb das Vorstehende vor etwa sieben Jahren 
nieder, der Schlußsatz stellt also die von mir vor sieben 
Jahren gestellte Forderung dar (so alt ist der Grundstock 
des Manuskripts für das vorliegende Buch). Ich brachte 
alles das jetzt absichtlich unverändert zum Abdrucke. Was 
ich dort nach Jahrhunderten oder gar Jahrtausenden er- 
wartete, ist in sieben ‚Jahren zur Hälfte geschehen. 

Aber nicht von der Energetik, nicht von der Phäno- 
menologie ging der Hoffnungsstrahl einer nichtmechanischen 
Naturerklärung aus, sondern von einer Atomtheorie, die in 
phantastischen Hypothesen die alte Atomtheorie ebenso über- 
trifft, wie ihre Elementargebilde an Kleinheit die alten Atome 
übertreffen. Ich brauche nıcht zu sagen. daß ich die moderne 
Klektroneutheorie meine. Diese strebt gewiß nicht die 
Begriffe der Masse und Kraft, das Trägheitsgesetz etc. aus 
Eınfacherem, leichter Verständlichem zu erklären, ihre ein- 
fachsten Grundbegriffe und Gesetze werden sicher ebenso 


1) Vergl. Wied. Ann. Bd. 60, 8. 247, 1897. 
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unerklärlich bleiben, wie für das mechanische Weltbild die 
der Mechanik. Aber der Vorteil, die gesamte Mechanik aus 
anderen, für die Erklärung des Elektromagnetismus ohnehin 
notwendigen Vorstellungen ableiten zu können, wäre ebenso 
groß, als wenn umgekehrt die elektromagnetischen Er- 
scheinungen mechanisch erklärt werden könnten. Möge das 
erstere gelingen und dabei meine vor sieben Jahren gestellte 
Forderung erfüllt werden! 


& 36. Das Prinzip der kleinsten Wirkung. 


Wir wollen nun annehmen, daß weder die Kraftfunktion V 
noch die Bedingungsgleichungen, die nun alle holonom sein 
sollen, die Zeit explizit enthalten d. h. daß das System 
skleronom sei. Dann braucht man z, nicht zu variieren, 
da man ohne Beschränkung der Allgemeinheit der unteren 
Grenze des auf die unvarüerte Bewegung bezüglichen 
Integrales 202) die untere Grenze des der variierten Be- 
wegung entsprechenden Integrales 203) zuordnen kann. ĝt 
ist dann die Variation der ganzen Zeit t — i, über welche 
die Integration sich erstreckt. Ferner ist dann in der 
Gleichung der lebendigen Kraft 

E=T+V, 
E eine während der unvariierten Bewegung konstante Größe; 
daher wird 


h 
W= f2 T— Hat 
% 
h h 
W =2ò f Tdt— [õEdt— Eðh, 
% b 


wogegen aus Gleichung 207) folgt: 
W =— Eöt + >> (ah Sp — q°, 87°). 
Die Vergleichung dieser beiden Werte für ô W ergibt: 


t 4 . 
223) 28fTdt=főEdt HEHEA dr). 
b % 
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Wir wollen zunächst das Prinzip der kleinsten Wirkung 
in seiner alten historischen Form ableiten. Wir setzen 
dabei voraus, daß das Intervall ¿4 — i,, über welches sich 
das Integral 202) erstreckt, den Zuwachs dt, erfährt, und 
dies ist ein wesentlicher Unterschied von dem früher be- 
handelten Prinzipe der stationären Wirkung, wo dieses Zeit- 
intervall unverändert blieb. Ferner setzen-wir voraus, daß 
die der unteren Grenze i, entsprechenden Werte der Koordi- 
naten für die variierte Bewegung dieselbe wie für die 
unvariierte sind, daß also öp®, für jedes A verschwindet. 
Die Geschwindigkeiten für die Zeit 4, bei welcher sowohl 
für die unvariierte als auch für die variierte Bewegung die 
Integration beginnt, können zwar Variationen erfahren, jedoch 
nur so, daB die gesamte lebendige Kraft T, im Zeitmomente ż, 
keine Veränderung erfährt, daß also die Konstante 4 unver- 
ändert bleibt. Ferner sollen alle Zusatzkräfte, welche noch 
eine weitere Variation der Bewegung bewirken, in keinem 
Zeitmomente eine Arbeit auf das materielle System tiber- 
tragen oder ihm entziehen. Es soll daher für die variierte 
Bewegung T+ V zu Anfang denselben Wert Æ wie für die 
unvariierte Bewegung haben und auch zu allen späteren 
Zeiten soll die gesamte Energie T+ V für die variierte 
Bewegung denselben Wert E wie zu Anfang haben. Da 
aber auch für die ımvarüerte Bewegung T + V = E ist, so 
ist allgemein dE=0. 

Dies wäre z. B. erfüllt, wenn die Zusatzkräfte dadurch 
bewirkt würden, daß jeder materielle Punkt in eine starre 
glatte Röhre eingeschlossen würde, deren Mittellinie unend- 
lich wenig von der unvariierten Bahn des betreffenden 
materiellen Punktes abwiche und durch die Punkte ginge, wo 
sich der Punkt zu den Zeiten £, und f, bei der unvariierten 
Bewegung befand. Außerdem soll die Variation der für die 
Zeit 2, geltenden Geschwindigkeiten und sollen die Zusatzkräfte 
noch so beschaffen sein, daß zu irgend einer Zeit &, +Öö4. 
welche gleich t, oder unendlich wenig verschieden von i, ist, 
sämtliche materielle Punkte genau in die Lage kommen, die 
sie für die unvariierte Bewegung zur Zeit ¿ hatten. Dann ist 
auch öp!, = 0 für jedes h und es folgt aus Gleichung 223) 
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t 
Es wird also das Integral S Tdt ein Grenzwert, welche 


Aussage das alte Prinzip der lsinsten Wirkung, wie es 
schon lange vor Hamilton ausgesprochen wurde, bildet. 
Dasselbe ist nur für den Fall, daß man die Zeit 4 —i, 
also nach unserer Methode neben i, auch {, unvariiert läßt, 
ein spezieller Fall des Prinzips der stationären Wirkung. 


$ 37. Variationsmethode, wobei auch die Independente, 
resp. die Zeit variiert wird. 


Die alte Ableitungsweise des Prinzipes der kleinsten 
Wirkung, welcher auch wir im vorigen Paragraph gefolgt 
sind, setzt voraus, daß eine Kraftfunktion exıstiert, welche 
die Zeit nicht explizit enthält. Diese Voraussetzung war 
bei Ableitung der Gleichung 30) resp. 218a), welche den all- 
gemeinsten Ausdruck des Prinzipes der stationären Wirkung 
darstellt, nicht notwendig. Es hat Helmholtz gezeigt, 
daß sie auch bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten 
Wirkung nicht notwendig ist und daß daher aus letzterem 
Prinzipe die allgemeinen Grundgleichungen der Mechanik 
für skleronome Koordinaten in allen Fällen abgeleitet werden 
können, in denen sie aus Gleichung 4), 30) resp. 218a) (der 
allgemeinsten Form des Prinzipes der stationären Wirkung) 
abgeleitet werden können. 

Ehe ich aber hierzu übergehe, wull ich noch eme 
ungemein wichtige Verallgemeinerung der Variationsmethode 
besprechen. Ich habe absichtlich bisher dıe Variation des 
Zeitdifferentials unterlassen, um zu zeigen, wie sıe durch 
Variation der Grenzen ersetzt werden kann. Wiewohl wir 
nun auch in den spätern Paragraphen nirgends mehr das 
Zeitdifferential variieren werden, so wıll ich dıese Variation 
doch in diesem Paragraph besprechen, da ohne ihre Kenntnis 
der ganze Begriff der Variationsrechnung eın ungemein 
beschränkter bliebe. 
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Gerade bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten Wir- 
kung ist es natürlicher auch di als variabel zu betrachten, 
d. h. die Annahme fallen zu lassen, daß zwei Zustände der 
unvariierten Bewegung jedesmal zeitlich gleich weit abstehen, 
wie die beiden korrespondierenden Zustände der variierten 
Bewegung. 

Es drückt dann das einer Größe vorgesetzte ð immer 
den Zuwachs aus, welchen diese Größe erfährt, wenn man 
von dem irgend einer Zeit ? entsprechenden Zustande der 
unvariierten Bewegung zu dem korrespondierenden Zustande 
der variierten übergeht, d. h. zu dem, welcher bei der 
variierten Bewegung einer ein wenig davon verschiedenen 
Zeit ?+ öt entspricht. Dabei kann man ôt ganz beliebig 
wählen, also z. B. als eine ganz beliebige Funktion von ? 
auffassen, welche nur kontinuierlich und unendlich klein 
von der Ordnung der ô der übrigen Größen sein muß. 

Am einfachsten ist es natürlich allgemein ĝt = 0 zu 
setzen, wie wir eg im früheren taten; aber es können Gründe 
vorhanden sein, weshalb die Einführung eines von Null 
verschiedenen, irgendwie passend gewählten Wertes von 
òt rascher zum Ziele führt. Wir bleiben also vorläufig 
ganz allgemein und legen dem öt weiter gar keine 
Beschränkung auf, als daß es kontinuierlich und unend- 
lich klein von der Ordnung der ö der übrigen Größen 
sein soll. 

Um den Unterschied zwischen der Variation bei Kon- 
stanthaltung der independenten Variabeln und der Variation, 
bei der auch die independente variiert wird, noch deutlicher 
hervortreten zu lassen, will ich hier eine kurze Einschaltung 
über die Grundprinzipien der Variationsrechnung im all- 
gemeinen machen. Dieselbe soll nur unzusammenhängende 
Bruchstücke ohne jede subtile mathematische Analyse bloß 
zur Beleuchtung der geometrischen und physikalischen Be- 
deutung der betrefienden Begriffe geben. Sie soll auch 
keine Einleitung zum Studium der Variationsrechnung sein, 
sondern nur etwa zum Nebengebrauche beim Studium eines 
elementaren Lehrbuches über Variationsrechnung von einigem 
Nutzen sein. Erst nach Absolvierung dieser Einschaltung 
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will ich wieder zu unserer mechanischen Aufgabe zurück- 
kehren. 

Das einfachste Problem der Variationsrechnung ist das 
folgende: Man sucht eine Funktion y = f (x) einer indepen- 
denten Variabeln x so zu bestimmen, daß ein Integral von 
der Form: 


En 
J= | Fey y) 
2 
ein Grenzwert wird. Dabei ist y = =. Z, und z sind 
die konstant gegebenen oder in gegebener oder willkürlicher 
Weise veränderlichen Grenzen des Integrales. 

In der Varistionsrechnung denkt man sich nun die 
Funktion f, für welche der geforderte Grenzwert eintritt, 
gefunden und durch eine Kurve MN (Fig. 3, 4, 5) dar- 
gestellt. Dann denkt man sich die Funktion f unendlich 
wenig variiert, so daß eine unendlich benachbarte Kurve 
M'N entsteht. Man läßt nun jedem Punkte der unvari- 
ierten Kurve MN einen Punkt der variierten Kurve M’N’ 
korrespondieren und bezeichnet die Zuwächse, welche Ab- 
szisse und Ordinate des betreffenden Punktes erfahren, wenn 
man von irgend einem Punkte der unvariıerten Kurve MN 
zu dem diesem Punkte korrespondierenden Punkte der 
variierten Kurve M’N’ über- 
geht, mit ôx, öy. 

Am einfachsten und in r 
den meisten Fällen am besten 
ist es, wenn man jedem Punkte 
der unvariierten Kurve den- 
jenigen Punkt der variierten 
korrespondieren läßt, welcher 
vertikal darüber liegt, also v 
dieselben Abszisse hat. Dann 
ist allgemein döz=U, weil kor- Fig. 3. 
respondierende Punkte immer 
dieselbe Abszisse haben. dy aber, welches wir in diesem 
Falle als ð y bezeichnen wollen, ist gleich der Ordinaten- 
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differenz der beiden Punkte, in denen eine der Ordinaten- 
achse parallele Gerade die beiden Kurven durchschneidet. 
BC in Fig. 3 wäre das ô y, wenn B der fragliche Punkt 
der unvariierten Kurve, C der ihm korrespondierende Punkt 
der varlierten Kurve ist. 

Es kann sich aber auch aus gewissen Gründen empfehlen, 
jedem Punkte der unvariierten Kurve mit der Abszisse z 
einen Punkt der variierten Kurve korrespondieren zu lassen, 
welche eine ein wegig verschiedene Abszisse x + ôs hat, 
wobei man für dx eine beliebige Funktion von z wählen 
kann. Das òs des Punktes B in Fig. 3 sei durch das 
Stück 44L dargestellt. Dann ist das dazu gehörige ôy, 
das in diesem Falle mit ð y bezeichnet werden soll, der 
Zuwachs, welchen die Ordinate erfährt, wenn man von dem 
Punkte B der unvariierten Kurve MN, der die Abszisse z 
hat, zu dem korrespondierenden Punkte ©’ der variierten 
Kurve M N, also zu demjenigen Punkte dieser Kurve über- 
geht, welcher die Abszisse z + z hat. In Fig. 3 ist €’ DÐ 
gleich ôy. dy dagegen ist immer der Zuwachs, welchen 
die Ordınate der unvariierten Kurve erfährt, wenn man bei 
derselben die Abszisse x um dæ wachsen läßt; die variierte 
Kurve kommt dabei gar nicht-in Betracht. 

In Fig. 4 sei AA, =da, DB =dy. Unter döy=ödy 
endlich versteht man den Zuwachs, den das öy erfährt, 


wenn man es als Funktion von æ ausdrückt und in dieser 
Funktion x um dx wachsen läßt oder den dy erfährt, wenn 
man von den beiden Punkten B und B, Fig. 4 u. 5, deren 
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Ordinatenditferenz gleich dy ist, zu den beiden ihnen korre- 
spondierenden Punkten (CC, in Fig. 4, CC, in Fig. 5) der 
variierten Bewegung übergeht. In Fig. 4 sind alle diese 
Größen für den Fall dargestellt, daß ðs = 0 ist, in Fig. 5 
dagegen für den Fall, daß dx von Null verschieden ist. Im 
ersten Falle soll das döy mit dò, y, im letzteren mit: dd, y 
bezeichnet werden. 

Die Analogie der beiden bier betrachteten Variations- 
arten mit den soeben in der Mechanik angewandten liegt, 
wie ich glaube, klar zutage. Nur daß in der Mechanik 
t statt x die independente Variable und statt der depen- 
denten Variablen y eine ganze Reihe von Variablen vor- 
handen ist. Man könnte sich bei dem mechanischen Probleme 
die Verhältnisse in derselben Weise versinnlichen, wenn 
man die Werte des ? als Abszissen und die Werte irgend 
einer der Koordinaten oder generalisierten Geschwindig- 
keiten oder Momente als Ordinaten darüber auftragen würde. 

Dies ist es, was ich über Variationsrechnung im all- 
gemeinen einschalten wollte und wir kehren nun wieder 
zur mechanischen Aufgabe zurück. 


8 38. Über die Verallgemeinerungen, welche Helmholtz 
dem Prinzipe der kleinsten Wirkung erteilte. 


Wir wollen also nun auch ? der Variation unterwerfen. 
Sein Zuwachs heiße òðż, d. h. wir lassen dem zur Zeit ż 
stattfindenden Zustande der unvariierten Bewegung den zur 
Zeit ¿č 4+- ĝt gehörenden Zustand der variierten Bewegung 
korrespondieren. Wir bleiben dabei in diesem Paragraph, 
wie schon bemerkt, ganz allgemein, d. h. wir legen dem dt 
sonst gar keine Beschränkung auf, als daß es eine kon- 
tinuierliche Funktion von # und unendlich klein von der 
Ordnung der ö der übrigen Größen sein soll. 

Wir verfahren nun in der nachstehenden Weise. Wir 
bilden uns den Ausdruck 

t; 


225) Seröaı+ ara: + ErP, Spat] 


Boltzmann Mechanik IT 10 
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Diesen Ausdruck iransformieren wir m der folgenden 
Weise. Wir ersetzen das erste Glied des Ansdrucks in der 
eckigen Klammer durch 


s 


>>; Ia aIt. 


(was sklerouome Koordinaten voraussetzt). das zweite durch: 


: Er 
Shq Ô padt Yig Patt. 
1 3 


Die Summe dieser beiden Glieder reduziert sich dann aart: 


S ; Sar 
226) Dinand + hyp Pndi. 
1 1 


Nun ıst aber p dt = dp,, daher: 
ö(p,dt\= Vdp, =d Ò p,- 
Hiergns tolgt. 


7 — að 
227) Dad dt)= Jh), Tu di. 
7 


Integriert man jodes Glied der letzteren Sunune. wie 
wir es früber schon öfters taten, per partes, substituiert den 
so aas 227) erhaltenen Ansdruck in den nach 226) integrierten 
Ausdruck, dann diesen stalt der beiden ersteu Guieder des 
Ausdrucks 225) ın dıeseu Ausdruck. uud bedenkt noch, daß 
kraft der Bewegungsgleichungen, weil die’ unvariierte Be- 
wegung eine natürliche sein soll, 


Da HE+ Ajan 
1 


À Pa 


ist und zwar sowohl, wenn keine, als auch wenn Bedingungs- 
gleichungen vorhanden sind, so findet man: 


228) [278.467 + = P,d0,)di] = Zi, mg, ape 
t; 
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Diese Gleichung umfaßt das Prinzip der stationären 
und das der kleinsten Wirkung: es ist vorausgesetzt, dab 
die generalisierten Koordinaten skleronem siud.'; 

1. Falls ĝdt = D ist, folgt, da wır die Integrations- 
grenzen wicht variierleo, wieder das Hawiltonsch« Prinzip 
recte das Prinzip der stationären Wirkung. 

2. Wenn die Variationen der Koordinaten für die In- 
tegrationsgrenzen verschwinden und außerdem die Variatıon 
speziell so ausgeführt wird, daß überall 


229) èT = Iron 


also der Znwachs der lebendigen Kraft immer gleich der 
durch Variatiun der Koordınateu geleisteten Arbeit ist, so 
daß die die Variation erzeugenden Zusatzkräfte niemals 


m 
Arbeit leisten, so ist [23(749=0, daher auch 
s 


h 
230) ôf Tat=0; 
h 


denn Aie Variation der Grenzen ist hier schon durch Variation 
des Zeitdifferentiales berücksichtigt. 


Falls 7T — St P, ôy, wicht die Variation eines Aus- 


dracks tst, der für endliche Teile der unvariierten Bewegung 
koustaut ist, kann man sich vorstellen, daß die Bediogung 229) 
sich bloß darauf bezieht, welche Momente der varıierten 
Bewegung man den verschiedenen Momenten der unvariıerten 
korrespondieren läßt, so daß durch die Bedingung 229; der 
ganze Verlauf der variierten Bewegung in keiner Weise be- 
schränkt wird, diese Bedingung vielmehr bloß die beiden 
Punkte bestimmt, welche für die variierte Bewegung als 
Aufangspunkt ond Eudpuukt der Integration gewählt werden 


Y Falls die Zeit variiert wird, folgt aue dem Verschwinden dei 
Variationen der rechtwinkligen Koordinaten an beiden Zeitgrenzen 
keineswegs auch das Verschwinden der Variationen irgend welcher 
nicht skleronomer generalisierter Koordinaten an denselben Zeitgrenzen 
Ersteres kann dann niehtholonamen Bedingungen widersprechen 

10* 
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müssen. Für Anfang und Ende der Integration müssen 
dann noch die Koordinatenvariationen verschwinden. Denn 
da wir die Grenzen des Integrals nicht variiert haben, so 
muß der Zustand der unvariierten Bewegung, welehe für 
diese die untere Integrationsgrenze bildet, dem Zustande 
korrespondieren, welcher für die variierte Bewegung die 
untere Integrationsgrenze bildet und dasselbe muß für die 
oberen Integrationsgrenzen gelten. 

Dies wird besonders klar, wenn eine Kraftfunktion V 
existiert, welche aber die Zeit explizit enthält. Setzt man 
dann T + F = E, so ist: 


àT- $P, sp, =ò E. 


Da aber Y und folglich auch E die Zeit explizit enthalten, 
so durchläuft E sowohl für die unvariierte als auch für die 
variierte Bewegung eine Reihe kontinuierlich sich folgender 
Werte. Hat dann E nicht gerade für eine der Integrations- 
grenzen ein Maximum oder Minimum, so kann die Be- 
dingung 229) dahin ausgesprochen werden, daß der Anfangs- 
zustand der variierten Bewegung dort gewählt werden muß, 
wo für die variierte Bewegung E denselben Wert hat, den 
es für den Anfangszustand der unvariierten Bewegung hat 
und daß dasselbe auch für die Endzustände, d. h. für die 
den oberen Grenzen der Integrale entsprechenden Zustände 
gelten muß. Eine bestimmte Angabe, wie variiert werden 
muß, liegt dann noch darin, daß für die beiden Integrations- 
grenzen die Variationen sämtlicher Koordinaten verschwinden 
müssen. 

Es genügt dann überhaupt, abgesehen von den 
Stellen, wo E einen Grenzwert hat und vorausgesetzt, daß 
die Koordinatenvariatıon für die Integrationsgrenzen ver- 
schwinden, jedem Zustande der unvariierten Bewegung 
denjenigen der variierten korrespondieren zu lassen, wo E 
exakt denselben Wert hat, geradeso wie beim Prinzip der 
stationären Wirkung solche Zustände korrespondierten, für 
welche ¿ exakt denselben Wert hat. Letztere Vorstellung 
ist uns so natürlich, da £ niemals ein Maximum oder Mini- 
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mum haben oder gar für eine endliche Strecke konstant 
sein kann; erstere Vorstellung ist uns unnatürlich, weil 
gerade für die wichtigsten Fälle E währeud der ganzen 
unvarüierten und auch während der variierten Bewegung 
konstant ist. Hat es für beide Bewegungen denselben kon- 
stanten Wert, so ist in richtiger Weise variiert, allein dies 
ist nicht durch die Art und Weise bewirkt, wie sich die 
Zustände korrespondieren. Hat dagegen E für beide Be- 
wegungen unendlich wenig verschiedene Werte, so kann dies 
durch keine Art der Zuordnung der Zustände gutgemacht 
werden. 


8 39. Jacobis Beleuchtung des Sinnes des Prinzipes der 
kleinsten Wirkung. Einfaches Beispiel für den Unterschied 
zwischen dem Prinzipe der stationären und dem der kleinsten 


Wirkung. 


Es sei hier noch eines Umstandes erwähnt, anf den 
namentlich Jacobi großes Gewicht legt. Es soll die Variation 
der Koordinaten für beide Integrationsgrenzen verschwinden 
und es soll eine Kraftfunktion existieren, welche für die 
unvariierte und die variierte Bewegung die gleiche die Zeit 
nicht enthaltende Funktion der Koordinaten ist. Außerdem 
sollen die generalisierten Koordinaten skleronom sein. Dann 
besteht für beide Bewegungen die Gleichung der lebendigen 
Kraft: 

FP +7 = konst. = E. 


Der Wert dieser Größe E, welche jetzt als eine ge- 
gebene Konstante zu betrachten ist, soll nun beim Über- 
gange von der unvariierten zur variierten Bewegung auch 
keine Änderung erfahren. 

Da nach Gleichung 35) 


Ld LA d d 
231) 27= DI Da, Ge 
1 1 


ıst, so folgt: 
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CASSESE 
iti i a s 
232) e O u. dp àp. 


Unter den angegebenen Umständen muß nach (lei- 
chung 224) 


f, 
ôfTdt=0 


sein, was nach Gleichung 231) übergeht in 


r , 4 dp 
% ı L 


Da bier die Zeit, bei welcher die Integration beginnt, 
nnd ebenso die, wo sie eudet, beliebig variieren können, und 
außerdem dic Zeit in dem Integrale sonst in keiner Weise 


vorkommt, als daß d? im Nenner son er steht, so kann 


man für dt seinen Wert aus Gleichung 232) einsetzen 
und erhält 


1 
233) ji wer P Y mdmi. 


Die Grenzen des Integrals bedeuten hicr, daß von den 
gegebenen Anfangswerten der Koordinaten zu den ebenfalls 
gegebenen Endwerten derselben zn integrieren ist. Die Zeit 
ist da vollständig ehmiuiert. Die Gleichung 233) drückt also 
nur eine geometrische Bedingung für die Bahn des ma- 
teriellen Systems aus, d. h. sie bestimmt die Buhnform für 
jeden einzelnen Punkt, und welche Punkte aller Bahnen 
aller materiellen Ponkte zusammengehören, d. h. zu eiuer 
und derselben Zeit gehörige Tagen der materiellen Punkte 
darstellen. 

Diese „Bahn des materiellen Systews“ wird dahin be- 
stimmt, daß unter Finhaltung der Bedingungszleichungen 
die Variation 233) verschwinden muß. Wie aber diese 
Bahnen im Verlaufe der Zeit zurückgelegt werden, d. b. 
welcher Wert des i zu jeder geometrischen Konfiguration 
der Punkte gehört, wird durch die Gleichung 233) nicht 
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bestimmt, sondern vielmehr durch Integration der Glei- 
chung 232). 

Da im Integrale der Gleichung 233) die Zett gar nicht 
enthalten ist, so kann man sie nicht als independente 
Variable wählen. Wollte man in diesem Integrale durchaus 
eine bestimmte independente Variable haben, so könnte man 
eine der Koordinaten, z. B. p, als solche wählen und die 
Gleichung 233) schriebe sich in der Form 


dpn Opr 
Song dp ETA 


wobei natürlich für 2 T der Wert eins zu setzen ıst. 


Wir wollen nun an eınem ganz einfachen Beispiele den 
„Unterschied zwischen dem Prınzipe der stationären und dem 
der kleinsten Wirkung erürtern. 

Es bestehe das System aus einem einzigen materiellen 
Punkte, der entweder ganz fre: oder gezwungen ist, auf 
einer vorgeschriebenen unveranderlichen Fläche zu bleiben, 
und auf den keine expliziten Kräfte wirken, d. h. keine als 
eventuell die Kraft, die ihu zwiugt, auf dieser Fläche zu 
bleiben. Es ist V konstant, und Ja es für die variierte 
Bewegung der Korrdiuaten gieich (derselben Funktion der 
Koordinaten sem muß, so hat es auch für diese denselben 
konstanten Wert. 

Da ferner V + T unserer Verabredung gemäß ebenfalls 
für die varüerte und unvarlierte Bewegung denselben kon- 
stauten Wert haben muß, so muß T und daher auch die 
Geschwindigkeit c des materiellen Punktes für beide Be- 
wegungen gleich derselben Konstanten sein. Aus Glei- 
chung 224) folgt daher, daß: 


4 t 
fr = ZE fas 


ta 
ein Grenzwert sein muß. Da femer m und c myariable 
Konstante sind. so muß 


234) ôfds=0 
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sein, also die Länge /ds des Weges von einem unver- 
änderlichen Ausgangspunkte zu einem unveränderlichen End- 
punkte der Bewegung ein Grenzwert sein, ohne daß die zur 
Zurücklegung dieses Weges erforderliche Zeit für die variierte 
und unvarüerte Bewegung gleich zu sein braucht. 
Wollten wir dagegen das Prinzip der stationären Wir- 
kung auf diesen Fall anwenden, so könnte, wie wir sahen, 
für die variierte Bewegung die Geschwindigkeit von Stelle 
zu Stelle ein wenig verschieden sein, müBte aber so va- 
rieren, daß die ganze Übergangszeit von einem fixen Aus- 
gangspunkt zu einem fixen Tindpunkte nicht variieren würde 
und das Integral 202), also auch (da V, 4 —t, und m 
t 


konstant sind) das Integral f c?dt ein Grenzwert würde. 
t 


§ 40. Verschiedene Fälle, wo die Grenzglieder 
verschwinden. 


Das Prinzip der kleinsten Wirkung läßt sich noch 
mehr verallgemeinern. Wir nahmen bisher an, daß der 
Ausgangspunkt und Endpunkt der Bahnen sämtlicher ma- 
terieller Punkte nicht variiert, was wir den Fall 4 nennen 
wollen. Das letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet 
aber auch noch in vielen anderen Fällen. 1. Im folgenden 
Falle, den wir den Fall B nennen wollen. Sowohl die va- 
riierte als auch die unvariierte Bewegung sollen periodisch 
sein, so daß bei ersterer nach einer endlichen Zeit © genau 
dieselben Bewegungszustände, sowohl Positionen als auch 
Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen, für sämt- 
liche materielle Punkte gleichzeitig wiederkehren. Dasselbe 
soll gelten, wenn nochmals die Zeit i verläuft und danu 
wieder nach der Zeit ‚ u.s. f. Für die variierte Bewegung 
soll analoges gelten; jedoch kann die Zeitdauer einer 
Periode unendlich wenig verschieden, z. B. gleich ¿ + di sein. 
Setzt man dann 

eh H+t, LRA = pi, 
so gelten für jeden Wert des % infolge der Periodizität 
der Bewegung die Gleichungen: 
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P} = ph q% . Pii pl, =p’ oder P, + sp, =p + op’, 
daher: 
òp’, = òp’, 

Es verschwinden also im letzten Gliede der Gleichung 223) 
zwar nicht die auf die obere und untere Grenze bezüglichen 
Glieder separat, aber sie werden für beide Grenzen gleich, 
so daß das ganze letzte Glied der Gleichung 223) doch ver- 
schwindet. Wir setzen jetzt immer skleronome skleronom 
bestimmte Systeme voraus. 

Ein dritter Fall, wo dieses Glied verschwindet, ist der 
folgende, den wir den Fall C nennen. Wir bezeichnen mit 
L, die Stelle des Raumes, wo sich irgend ein materieller 
Punkt des Systems für die unvariierte Bewegung zur Zeit 
ip befindet, mit M, die Stelle, wo er sich für dieselbe Be- 
wegung zur Zeit 2, + di, befindet, mit N, die Stelle, wo er 
sich bei der variierten Bewegung zur Zeit i, befindet. Wir 
wollen ferner die Lage der Punkte des Systems durch 
gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten bestimmen und 
es seien: 

Phs Payt und Prrz 
die rechtwinkligen Koordinaten des eben besprochenen 
materiellen Punktes. Dann sind die Momente gleich den 
mit der Masse m multiplizierten Geschwindigkeiten; es 
sind also 


1 1 1 
m Pa d ta m Ihid to und m g'n+2 di, 


die Projektionen der Geraden L, M, auf die drei Koordinaten- 
achsen. Dagegen sind: 


Öp°;; p'ap und ÖPp'h+z 
die Projektionen der Geraden L, N, auf die Koordinaten- 
achsen. Wenn also diese beiden Geraden aufeinander senk- 
recht stehen, so muß, wie man sofort sieht, wenn man die 
Kosinusse der Winkel, welche jede der Geraden mit den 
Koordinatenachsen bildet, einführt 
op H Par Par + ar2dp'ur = O 

sein. 
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Ebenso wollen wir mit L, 4, N, die Stellen bezeichnen, 
wo sich derselbe materielle Punkt 1. auf der unvarıerten 
Bahn zu den Zeiten 4, 2. auf derselben Bahn zur Zeit 
i + dt, 3. auf der vanierten Bahn zur Zeit h + ôt be- 
findet. Dann ist 


+ hpr Oph + The A Prg = 0 


dic Bedingung. daß auch de Geraden L, M, und L, M, auf- 
einander senkrecht stehen Wenn man daher dhie Variation 
der Anfangslage und Endlage so ausführt, dab jeder Punkt 
in der Ebene verschoben wird. welche senkrecht steht, auf 
seiner augenblicklichen Bewegungsrichtung in der unvariierten 
Bahn, was wir die orthogenale Grenzbestunmung oder Greuz- 
bestimmung K nennen wollen, so verschwindet das letzte 

Glied der Gleichung 225; ebenfalls. Hierbei ist natürlich unter 
der Variation der Eudlage die Verschiebung vun der Stelle, 
wo sich der materielle Puukt ın der unvarnerten Bahn zur 
Zeit f, befand, welche die obere Greuze des Integrales 202) 
bilder, nash derjenigen Stelle zu verstehen, wo er sich wa 
der variierten Bahn zur Zeit 4 +6t, befindet, welche die 
obere Grenze des anf die variierte Bahn bezughabenden 
ntegrales 203) ist. 

Wenn das letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet, 
so folgt sus derselben 
h A 
235) 2òf Idt= fördı 


to to 


Wir wollen nun nicht wie wir es in den letzten vier 
Paragraphen taten, voraussetzen, daß dem Systeme hei der 
Varıation der Bewegung keine Energie zugeführt wırd. Wir 
wollen vielmehr annehmen, die unvarnerte Bewegung ge- 
schehe mit der konstanten Fregi E E, die varlierte aher mit 
der ebenfalls konstanten aber unendlich wenig davon ver- 
schiedenen Energie & -+ ò E, so daß sıch das erste Glied 
der rechten Seite deı Gleichung 223) auf (4 — 4)dE redu- 


ziert. Die Kraftfunktioa V sol) dia Zeit nicht explizit ent- 
halten. 
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Wem wir dann die Größe 


236 F-—f 

) T=- 1 Tdi 
als das Zeitmittel der lebendigen Kraft für die unvarıierte 
Bewegung während der Zeit 2, — f, bezeichnen, so erhalten 
wir aus Gleichung 223) jedesmal, wenu das letzie Glied 
dieser Gleichung verschwindet, also z. B. in jedem der 
Fälle, welche wir zu Anfang dieses Paragraphen die Fälle 
A, B und C genannt haben, die Gleichung: 
| j Pen] jur = Gf 
% 


SE 
237) += 


wobei ! den natürlichen Logarithmus bezeichnet. Wir wollen 
die Bedeutung dieser Formel durch zwei Beispiele erläutern, 
deren erstes wir in diesem Paragraph bringen, während wir 
das zweite dem folgenden Paragraph vorbehalten. 1. Beispiel: 
Es soll für irgend ein Wertegebiet der Integrationskonstanten 
der Fall B eintreten d. h. die Bewegung soll eme peri- 
odische sein, die sich nach der Zeit. i, deren Länge Funk- 
tion der Integrationskonstanten sein kann, genau wiederholt. 

Dies trifft zu, wenn das System »ju einzelner mate- 
rieller Punkt ist, der unter dem Einfluß einer der Wnt- 
fernung vom Zentrum direkt proportionalen Anziebung oder 
einor das Newtonsche Gravitationsgesetz befolgenden An- 
ziehung eine Zentralbewegung macht. Im leizteren Falle 
jedocb nur für dasjenige Wertegebiet der lutegrations- 
konstanten, wo dic Bahn ganz ira Endlichen liegt. 

Die Integratienskonstanten sollen anfangs bestimmte 
Werte haben, welche einer bestimmten Anfangsbewegung 
mit der Periode ?, und der mittleren lebundigen Kraft T, ont- 
sprechen. Dann soll dem Systeme eino kleine Energie- 
menge öE, zugeführt werdeu, wobei auch die Flächen- 
geschwindigkeit eine beliebige davou unabhängige Verände- 
rung erfahren kanu. Die mit diesen neuen Werten der 
Integrationrkonstanten stattiudende Zentralbewegung uenne 
wir die zweite: ib» enıspreche die Periode :, und die miitlere 
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lebendige Kraft 7,. Hierauf soll ın gleicher Weise unter aber- 
maliger beliebiger unendlich kleiner Änderung der Flächen- 
geschwindigkeit eine zwerte Energiemenge ôE, zugeführt 
werden, welche eine dritte Bewegungsart mit abermals verän- 
derten Werten der Integrationskonstanten zur Folge hat. 
So fährt man fort, bis man eine ins Endliche verschiedene 
Schlußbewegung erhält, fur welche die betreffenden Werte 
den Index m bekommen sollen. 

Auf jede Veränderung der Bewegung kann man dann 
dıe Formel 237) anwenden. wobei man 4 — i, immer gleich 
der Periode # der betreffenden Bewegung setzt. Summiert 
man alle in ‚dieser Weise der Reihe nach für die ver- 
schiedenen Veränderungen der Bewegung erhaltenen Glei- 
chungen, so folgt: 

Eu a) um, 2). 
Wenn sıch die Werte der Integrationskonstanten in der 
geschilderten Weise um Endliches von ihren Anfangswerten 
entfernt haben, und dann in anderer Weise schließlich 
wieder za ihren Anfangswerten zurückgekehrt sind, so wollen 
wir dies einen Kreisprozeß nennen. Für einen solchen ist 


T,= T, und i, = i, daher: 


Natürlich ist aber ın diesem Falle auch $ ôE = 0; da 
man ja zur alten Bewegung zurückgekehrt ist, der dieselbe 
Energie innewohnt. 


š 41. Beispiel mit orthogonaler Variation. 


Ein eınzıger materieller Punkt soll sich unter dem 
Einflusse von Kräften, die eine unveränderliche, die Zeit 
nicht explizit enthaltende Kraftfunktion haben, bewegen. 
Wir gehen von der unvariierten, mit der Energie E, statt- 
hndenden Bewegung zu einer unendlich wenig verschiedenen 
mit der Energie E, + ôE, stattfindenden Bewegung, dann 
zu einer mit der Finergie E, +8 E, + E, ete. statt- 


GL 237.] UI. $ 41. Orthogonale Variation. 157 


findenden Bewegung über, bis wir endlich zu eier um 
Endliches verschiedenen Bewegung gelangen. Die Bewegung 
soll aber jetzt nicht jedesmal in einer geschlossenen Bahn 
geschehen. Es wird auch jetzt das letzte Glied der Glei- 
chung 223) verschwinden und daher die Gleichung 237) 
gelten, wenn wir für die erste Bewegung die Grenzen der 
Integration beliebig wählen, aber für alle folgenden Be- 
wegungen die Grenzen der Integration durch diejenige 
Konstruktion bestimmen, welche wir orthogonale Grenz- 
bestimmung oder die Konstruktion X genannt haben d. h. 
als untere Grenze jedes folgenden Integrales soll die Zeit 
gewählt werden, wann der Punkt in der variüerten Bahn 
die Ebene passiert. welche senkrecht zur augenblicklichen 
Bewegungsrichtung durch denjenigen Punkt der vorigen 
Bahn geht, wo er sich daselbst zur Zeit befand, welche 
damals untere Grenze des Integrales wär. Durch die 
gleiche Konstruktion sollen sukzessive die oberen Grenzen 
der Zeit gefunden werden. Dann gilt wieder die Glei- 
chung 237). 

Wenn man jetzt abermals einen Kreisprozeß durchläuft, 
d. h. von der ursprünglichen Bahn M, N, durch fortwährende 
Variationen zu einer ganz anderen Bahn M,N, übergeht und 
dann wieder in einer anderen Weise (auf einem anderen 
Wege) zur alten Bahn M, N, mit den alten Integrations- 
konstanten zurückkehrt, so muß wieder $ð E=0 sein, aber 


2 = braucht nicht gleich Null zu sein, da man durch fort- 


währende Anwendung der Konstruktiov K bei Rückkehr 
zur selben Bahn durchaus nicht immer auf dieser Bahn 
auch zu demselben Ausgangspunkte und Endpunkte der 
Integration, also zu denselben Grenzen für i zu gelangen 
braucht, wenn man beim Übergange von der Bahn 4 N, 
zur Bahn M, N, zurück nicht wieder dieselben Bahnen nur 
in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen hat, wie beim Hin- 
gange von der Bahn M, N, zur Baba M, N,, sondern wenn 
der Rückweg über ganz andere Bahnen. als der Hinweg 
erfolgt ist. 

Wir wollen dies deutlichkeitshalber in einem ganz 
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speziellen Fale durch Figuren versinnlichen. Ser eine 
endliche Strecke der ursprünglichen Bahn M, N, gerade 
(Fig. 6, Wir wählen die heiden Punkte A und B ala In- 
tegrationsgrenzen. Wir wollen nämlich immer kurz ssgen: 


An 


Fig. $. Fig. 1. 


Ein Punkt ist Integrationsgrenze. wenn die Zeit, zu welcher 
das Bewegliche deu betreffenden Punkt passiert, Integrations- 
grenze des Iutegrales 202) ist. Die Variation. der Babu 
bestehe anfangs darin, daß sich dieses gerade Stück parallel 
zu sieh selbst immer ınehr nach links verschieht. bis es in 
die Lage M, N, gelangt ist. Wenn wir die Grenzen fort 
und fort orthogonal variieren, so kommen wir endlich bei der 
Bahn M,N, zu den Punkten C uud 7) als Integrationsgreuzen. 

Während der weiteren Variation soll nun die Balın 
sich immer mehr und mehr krümmen, bis wir zur Bahn 
M,N, gelangt sind. Sie soll aber dabei immer durch die 
beiden Punkte C und D gehen. Wenn wir daher weiter ortho- 
gonal variieren, so bören die Punkte C’und D während dieser 
zweiten Periode der Variation nicht aut die Integrationsgrenzen 
zu bleiben. Nun soll die Bahn des Beweglichen wieder zur 
alten Form zurückkehren, aber nicht auf demselben Wege, 
auf welchem sie sich von M, N, in M, N, verwandelte. Diese 
weitere Art der Variation ist in Fig. 7 dargestellt. Ws soll 
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die Bahn zunächst ungefähr gleich gekrümmt hleiben. oder 
ihre Krümmung sogar noch etwas zunehmen. Dabei soll 
sich die Bahu aber immer mehr nach rechts verschieben 
(dritter Varrationsprozeß. Die Reihe der Formen, welche 
die Bahn während des dritten Variationsprozesses darch- 
läuft, nennen wir kurz die Kurrenschar S. 


Wenn wir jetzt die Grenzen orthogonal transformierei, 
so kommen wir für die Punkte, welche der oberen uud 
unteren Grenze des Integrales 223) entsprechen, auf die 
Punkteschar, die die beiden durch die Punkte C und D 
gehenden orthogonalen Trajektorien zur Kurvenschar S 
bilden. Diese beiden Trajektorien sollen die Gerade M, N, 
welche der ursprünglichen unrarlierten Babn augehört, in 
der beiden Punkten Æ und F treifen, welche also die Jate- 
gratiousgrenzen darstellen, sobald die durch die Punkte E 
und F gehende Bahn von dem Beweglichen erreicht ist. 
Von da angefangen soll die Bahn in folgender Weise weiter 
variiert werden (vierter Variationsprozeß). ihre Krümmung 
soll sick immer mehr vermindern, sie soll sich daher immer 
mehr der Geraden nähern, dabei aber nicht aufhören, durch 
die beiden Punkte Æ und F zu gehen. Wenn mr iınmer 
orthogonal transforniereu, so bleihan aleo jetzt Æ und F 
die Integrationsgreuzen Der vierte Variationsprozeß soll 
fortgesetzt werden, bis wieder die alte Babu M, N, erreicht 
ist und überhaupt wieder der ganze Bewegungsprozeß der 
selbe geworden ist, der er bei der ursprünglichen unvari- 
ierten Bewegung war. 

Wir haben also jetzt eineu vollstaudigen KreisprozeB 
durchlaufen. Der Beweguugsprozefi wurde fort und fort 
variiert, bis er schließlich genau wieder der alte geworden 
ist. Die Dahn ging von der Gestalt 37, N, aus, transforınierte 
sich allmählich in die Gestalt M, N, und kehrte dann auf 


anderem Wege wieder in die ursprüngliche Gestalt M, N, 
ti 


zurück. Obwohl! daher das Integral J T&i zwa Schluß 


b 
wieder genau über denselben Bewegungszustand zu erstrecken 
ist, wie zu Anfang, so ist doch jetzt der Wert desselben 
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ein ganz anderer, weil es zwischen ganz anderen Grenzen 
zu erstrecken ist. Ursprünglich waren nämlich die Inte- 
grationsgrenzen die Zeiten, während welcher das Bewegliche 
die Punkte A und B passierte. Jetzt sind es die Zeiten, 
während welcher es die Punkte Æ und F passiert, welche 
mit 7, und z, bezeichnet werden mögen. Wenn wir daher 
durch das Integralzeichen jetzt eine Summe aller während 
des ganzen in Fig. 6 und 7 dargestellten Variationsprozesses 
eintretenden Zuwächse bezeichnen, so folgt aus Glei- 
chung 237) 


238) Sofra frei, 
t Te 


was im allgememen keineswegs gleich Null sein wird. 

Um die Sätze, welche wir in diesem und dem vorigen 
Paragraphen behandelt haben noch weiter zu spezialisieren, 
können wir den schon ım ersten Teile 8 22 behandelten 
Fall einer Zentralbewegung benutzen, welche ein materieller 
Punkt von der Masse m ausführt, wenn er gegen ein festes 


Zentrum 0 mit der Kraft má — T gezogen wird. 

Hierbei ist r die Entfernung des materiellen Punktes 
vom Anziehungszentrum, } und a sind konstant. Aus den 
dort entwickelten Formeln findet man durch Ausführung 
einiger überaus einfacher Integrationen!) für die Zeit, welche 
das Bewegliche braucht, um vom Perihel (Perizentrum) zum 
Aphel (Apozentrum) zu gelangen, den Betrag: 


= = 
= h h 


Ferner ergibt sich das vom Perihel zum Aphel erstreckte 
Integral 


Sram an Lyra Van 


13) Näheres über die Durchführung dieser Integrationen. auf 
welche ich hier nicht weiter eingehen will, da es bloße Übungsauf- 
gaben zu den einfachsten Sätzen der Integralrechnung sind, findet 
man Wiener Sitzungsber. Bd. 75, II, Januar 1877. 
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Die Division dieser beiden Ausdrücke liefert: 


T 3 a h 
238) Temali- AV- a 
Der gesamte Zuwachs der Energie aber ist ôE = ĝh. 
Es folgt also: 


239) R L. 
T 


8 a EA 
= [$ =y” man 
Für a = 0 geschieht die Zentralbewegung nach dem 


Newtonschen Gravitationsgesetze. Die Bahn ist, sobald 
sie überhaupt ganz im Endlichen liegt, eine geschlossene. 


Und es ist auch = ein vollständiges Differential Ist da- 
gegen a von Null verschieden, so sind die Bahnen im 
allgemeinen nicht geschlossen. Es ist dann auch 7 kein 
vollständiges Differential der beiden als independent be- 
trachteten Variabeln k und k (der durch die Anfangswerte 


bestimmten Integrationskonstanten der Bewegungsgleichung). 
Denn es ist a > für orthogonale \ Variation der Grenzen 


nach Formel 237): = = (f za. 


Allein wenn die Bahn nach bellahiger Variation der 
Größen A und k wieder dieselbe wird, so werden die Grenzen 
von / Tdt bei fortwährender orthogonaler Variation keines- 


Ende 
wegs dieselben und |!(/ 7Tai| hat einen von Null ver- 
Axf. 
schiedenen Wert. 


Boltzmann, Mechanik II. ii 
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IV. Analogien mit physikalischen, besonders 
wärmetheoretischen Sätzen. 


$ 42. Analogon der zugefuhrten Warme. 


Die spezielle Eigentümlichkeit der Gleichungen der 
Thermodynamik ist dadurch bedingt, daß der Zuwachs der 
zugeführten Wärme kein vollständiger Differentialausdruck 
ist. Nun ist aber das Differentiale dE der zugeführten 
Energie immer ein vollständiger Differentialausdruck, so- 
lange wir, wie in den Beispielen des vorigen Paragraphen, 
skleronome Systeme betrachten. Solange wir uns daher auf 
die Betrachtung solcher Systeme beschränken und das Dif- 
ferential der zugeführten Wärme mit dem Zuwachse ôE 
der Gesamtenergie in Parallele stellen, ist also schon in 
diesem wichtigsten Stücke keine Analogie vorhanden. 

Es hat aus diesem Grunde schon Clausius Systeme 
betrachtet, in denen Fernkräfte vorkommen, deren Wirkungs- 
gesetz sich mit der Zeit ändert, so daß also an die Stelle 
gewisser, sonst in der Kraftfunktion V vorkommender Kon- 
stanten, mit der Zeit sehr langsam veränderliche Parameter 
treten und das betrachtete mechanische System rheonom ist. 

Wenn man sich z. B. einen ein warmes Gas abschließen- 
den Stempel unter dem Bilde äußerer auf die Qas- 
moleküle wirkender abstoßender Normalkräfte denkt, die 
bei großer Annäherung an die Oberfläche des Stempels 
plötzlich enorm große Werte annehmen, so kann man 
sich ein langsames Zurückweichen des Stempels unter 
dem Bilde einer langsamen Änderung der Kraftfunktion 
dieser Kräfte denken. Analog fingiert Clausius auch 
Zentralbewegungen, bei denen das Wirkungsgesetz der 
Zentralkraft mit der Zeit veränderliche Parameter enthält. 

Es tritt aber bei dieser Clausiusschen Vorstellung 
der Veränderlichkeit des Wirkungsgesetzes der Naturkräfte 
eine Rechnungsschwierigkeit ein. Zur Kraftfunktion V 
dieser Kräfte tritt immer eine additive willkürliche Konstante 
hinzu, welche wir dadurch bestimmt denken können, daß für 
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eine bestimmte Lage sämtlicher materieller Punkte des 
Systems (Nullniveau des Potentiales) V=0 wird. Für 
skleronome Systeme ist es vollkommen gleichgültig, welche 
Lage man hierfür wählt. Ändert sich dagegen das Wirkungs- 
gesetz der Kraft mit der Zeit, so ändert sich auch die 
Arbeit, welche die Überführung von einer Nulllage in eine 
andere erfordert. Der Absolutwert des V ändert sich daher 
in verschiedener Weise, je nachdem die eine oder andere 
Nulllage gewählt wird und um vollständig bestimmt zu sein, 
muß man angeben, welche besondere Lage man als Null- 
lage wählt. 

Am besten ist es da wohl immer diejenige Lage zu 
wählen, wobei alle materiellen Punkte so weit voneinander 
und von allen übrigen auf sie wirkenden Punkten entfernt 
sind, daß auf keinen derselben mehr eine bemerkbare 
Kraft wirkt. In physikalischen Fällen wird diese Wahl der 
Nulllage immer möglich sein. Nur bei Kraftgesetzen, welche 
durch mathematische Abstraktion konstruiert sind, z. B. 
wenn die Kraft, welche zwischen zwei materiellen Punkten 
wirkt, der Entfernung derselben direkt proportional ange- 
nommen wird, kann diese Wahl der Nulllage unmöglich 
werden. 

Die Clausiussche Annahme, daß sich aus Wirkungs- 
gesetz der zwischen den materiellen Punkten tätigen Kräfte 
mit der Zeit verändert, gibt zwar eine vollständige Ana- 
logie mit den thermodynamischen Gleichungen; allein in der 
Natur bemerken wir nichts, was darauf hindeuten würde, 
daß das Wirkungsgesetz gewisser Naturkräfte mit der Zeit 
veränderlich wäre. Ja es würde sogar die physikalische 
Forschung überhaupt aufhören, wenn wir nicht wüßten, ob 
die Naturgesetze, welche wir heute gefunden haben, auch 
noch für spätere Zeiten richtig sein werden. Es ist daher 
unter dieser Clansiusschen Annahme die Energiebilanz 
eine äußerst schwankende, zu einer unzweideutigen Defi- 
nition derselben kann man nur unter mehr oder minder 
willkürlichen Annahmen gelangen und es empfiehlt sich, die 
Annahme der Veränderlichkeit des Wirkungsgesetzes der 
Kräfte durch die Voraussetzung zu ersetzen, daß mit den 

n7 
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n materiellen Punkten, welche das betrachtete System bilden, 
noch andere (v) materielle Punkte in Wechselwirkung stehen. 
Die letzteren Punkte sollen während der unvariierten Be- 
wegung vollständig unbeweglich sein; während der Variation 
der Bewegung aber außerordentlich langsam ihren Ort ver- 
ändern. Dann fällt auch die oben erwähnte Rechnungs- 
schwierigkeit wieder fort, 

Es wird dann nicht die gesamte den » Punkten zuge- 
führte Energie mit der zugeführten Wärme in Parallele 
gesetzt, sondern die Arbeit, welche die n Punkte infolge 
ihrer Bewegung unter dem Einfiusse der von den » Punkten 
auf sie ausgeübten Kräfte gewinnen, entspricht der einem 
Körper zugeführten äußeren Arbeit und bloß die übrige zu- 
geführte Energie der zugeführten Wärme, so daß das Diffe- 
rential desjenigen Energieanteils, welches der zugeführten 
Wärme entspricht, kein vollständiges Differential ist, während 
das Differential der totalen zugeführten Energie es doch ist. 

Die Lage der n materiellen Punkte soll durch s Koordi- 
naten (die rasch veränderlichen), die der » Punkte aber 
durch g Koordinaten (die langsam veränderlichen Parameter) 
bestimmt sein. 

So erhält man z. B. in folgender Weise ein gutes Bild 
der umkehrbaren Zustandsänderungen eines Gases, welches 
durch einen Stempel abgeschlossen ist. Die Molekular- 
bewegung und innere Atombewegung der Gasmoleküle läßt 
man der raschen Bewegung der betrachteten n materiellen 
Punkte entsprechen. Die Moleküle des Stempels, deren 
Wärmebewegung wir uns ohne erhebliche Änderung des 
Problems hinwegdenken können, läßt man den y materiellen 
Punkten entsprechen, welche sich nur bei Variation des 
Zustandes des Gases (und zwar solange dessen Zustands- 
änderungen umkehrbar sind, außerordentlich langsam) be- 
wegen. 


$ 43. Begriff der zyklischen und der damit verwandten 
Bewegungen. 


Es handelt sich nun noch darum, auch der raschen 
Bewegung der n materiellen Punkte solche Eigenschaften 
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zuzuschreiben, daß sie sich möglichst zu einem treuen Ab- 
bilde der für die Wärmebewegung charakteristischen Eigen- 
schaften eignet. 

Die Aufgabe, eine kurze, systematische Zusammen- 
stellung aller Grundtypen mechanischer Systeme zu geben, 
welche zu diesem Behufe verwendet wurden, wird da- 
durch erschwert, daB viele derselben einige Merkmale mit 
andern derselben gemein haben und die verschiedenen 
Autoren bald die einen, bald die andern Merkmale als die 
wesentlichsten ansahen, wodurch auch die Terminologie eine 
schwankende wurde. In der hier versuchten Zusammen- 
stellung wird es mir daher weder gelungen sein Vollständig- 
keit noch größtmögliche Übersicht in der Klassifizierung zu 
erreichen und ich war auch gezwungen in der Terminologie 
bald von der des einen, bald wieder von der des andern 
Autors ein wenig abzuweichen. 

Wenn wir die Grundanschauungen der mechanischen 
Theorie der Wärme akzeptieren, so besteht eine der hervor- 
stschendsten Eigenschaften der Wärmeenergie darin, daß in 
einem warmen Körper zwar fortwährend die lebhafteste Be- 
wegung der kleinsten Teilchen stattfindet, daß wir aber trotz- 
dem in dem äußerlich sichtbaren und wahrnehmbaren Zu- 
stande desselben keine Veränderung bemerken, während wir 
sonst, wenn ein Körper sich bewegt, klar wahrnehmen, wie 
sich der Zustand desselben mit der Zeit fortwährend ändert. 

Dieselbe Eigenschaft finden wir auch auf anderen Ge- 
bieten der Physik. Auch an einem ruhenden elektrischen 
Strome von unveränderlicher Intensität, in dessen Nachbar- 
schaft sich ruhende Magnete oder Eisenmassen befinden, 
sehen wir außer in der treibenden Batterie nirgends die 
mindeste zeitliche Veränderung und trotzdem erklärt 
Maxwell die Eigenschaften desselben durch die Hypothese, 
daß das Wesen des elektrischen Stromes in einer heftigen 
Bewegung bestehe, deren Schauplatz teils das Innere des 
Stromleiters, teis auch der umgebende Äther ist. 

Wir müssen uns also nach mechanischen Modellen um- 
sehen, denen ähnliche Eigenschaften zukommen. Ein Bei- 
spiel eines solchen Modelles liefert ein starrer, rund um 
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seine Achse herum absolut symmetrischer Rotationskörper, der 
keine andere Bewegung macht, als eine rapide Drehung um 
diese Achse. Ein anderes Beispiel liefert ein wirbelloser 
Strom einer absolut homogenen, inkompressibeln reibungs- 
losen Flüssigkeit in einem in sich selbst zurücklaufenden 
Kanale mit absolut starren Wänden. Wir bezeichnen der- 
artige Bewegungen als zyklische. 

Spezielle zyklische Systeme wurden schon früber mehr- 
fach in der Mechanik und Wärmetheorie besonders von 
Rankine verwendet. Maxwell behandelte zuerst allgemeine 
cyklische Systeme und verwendete sie zur Erklärung der 
elektromagnetischen und elektrodynamischen Erscheinungen. 
Ihre Anwendung auf die Wärmetheorie in allgemeinerer 
Form als es durch Rankine geschah, die Weiterentwick- 
lung der schon von Maxwell aufgestellten Grundgleichungen 
für dieselben, sowie auch die Grundzüge der jetzt üblichen 
Terminologie dafür ist Helmholtz zu verdanken. 

Zyklische Systeme im strengsten Sinne (wir wollen sie 
im folgenden echte Zykeln nennen) sind solche, in denen 
zwar beliebige Bewegungen stattfinden, jedoch so, daß, 
wenn irgend ein Massenteilchen eine Stelle des Raumes 
verläßt, immer sofort ein vollkommen gleich beschaffenes an 
dessen Stelle tritt, welches die gleiche gleichgerichtete Ge- 
schwindigkeit hat, die auch das erstere Teilchen an dieser 
Stelle des Raumes hatte. Eine Koordinate heißt eine echt 
zyklische, wenn das System eine solche Bewegung ausführt, 
sobald sich diese Koordinate unter Konstanthaltung der 
übrigen Koordinaten verändert. 

Die Molekularbewegungen, welche nach der mecha- 
nischen Wärmetheorie die Wärme darstellen, sind nach 
den Vorstellungen dieser Theorie keine streng zyklischen. 
Nur wegen der großen Zahl der bewegten Moleküle erreicht 
immer, sobald ein Molekül aus einem gewissen Bewegungs- 
zustande austritt, bald in der Nachbarschaft ein anderes 
Molekül einen sehr ähnlichen Bewegungszustand, so daß 
wir äußerlich keine Veränderung wahrnehmen. Deshalb 
hat man den Begriff der echt zyklischen Systeme er- 
weitert; das Charakteristikum der echt zyklischen Systeme 
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besteht darin, daß ihre sämtlichen Eigenschaften nicht von 
dem Absolutwerte der echt zyklischen Koordinaten, sondern 
bloß von deren Änderungsgeschwindigkeiten abhängen. Der 
nach der Zeit nicht differenzierte Wert einer zyklischen 
Koordinate kann daher weder im Ausdrucke für die leben- 
dige Kraft, noch in den Ausdrücken für die auf das System 
wirkenden Kräfte noch in den die Bedingungen ausdrücken- 
den Funktionen vorkommen. In Verallgemeinerung des 
Begriffs der echt zyklischen Koordinaten wollen wir nach 
dem Vorgange Hertz’ jede beliebige Koordinate, deren nach 
der Zeit nicht differenzierter Wert in allen diesen Aus- 
drücken nicht vorkommt, als eine zyklische Koordınate 
schlechtweg bezeichnen. 

Wenn in einem Systeme weder innere noch äußere 
Kräfte tätig sind, wie dies Hertz von allen Systemen an- 
nimmt, so sind, falls auch keine Bedingungsgleichungen 
vorhanden sind, selbst die rechtwinkligen Koordinaten 
zyklische. 

Eine gewisse Verwandtschaft mit den zyklischen 
Systemen haben solche Systeme, deren Bewegung eine 
periodische ist, bei denen also nach Verlauf einer gewissen 
Zeit immer wieder genau dieselben Bewegungszustände in 
derselben Reihenfolge wiederkehren, und welche wir kurz 
periodische Systeme nennen wollen. Dieselben können, wenn 
den periodisch bewegten Massen nur eine untergeordnete 
Rolle zufällt, fast alle Eigenschaften der zyklischen haben, 
wenn sie sich z. B. nur dadurch von echt zyklischen unter- 
scheiden, daß sie rotierende Zahnräder, hin- und her- 
gehende Kolben oder sonstige oszillierend sich bewegende 
Massen enthalten. 

Helmholtz geht noch weiter und betrachtet Systeme, 
welche bloß der Bedingung unterworfen sind, daß nicht nur 
die Summe der kinetischen und potentiellen Energie, sondern 
jede dieser Energien für sich immer konstant bleibt. Er 
nennt diese Systeme isokinetische. Einen noch allgemeineren 
Begriff bildet Clausius, indem er eine Bewegung, wobei 
niemals der Wert irgend einer der rechtwinkligen Koordi- 
naten oder irgend einer der Geschwindigkeitskomponenten 
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eines materiellen Punktes nach den Koordinatenrichtungen 
über alle Grenzen wächst, wenn die Bewegung beliebig lang 
fortgesetzt wird, als eine stationäre bezeichnet, wofür ich 
aber lieber das Wort „finit“ gebrauchen will. Wenn außer- 
dem noch die Bewegung zwar nicht in dem Sinne periodisch 
ist, daß nach Verlauf einer endlichen Zeit alle materiellen 
Punkte gleichzeitig exakt zu ihrer alten Lage, Geschwindig- 
keit und Geschwindigkeitsrichtung zurückkehren und dann 
wieder die gleiche Bewegung von vorne beginnen, aber doch 
eine solche Regelmäßigkeit in der Bewegung herrscht, daß 
das Zeitmittel der lebendigen Kraft, einer Geschwindigkeits- 
komponente, oder des Wertes irgend einer rechtwinkligen 
Koordinate irgend eines materiellen Punktes oder der ge- 
samten Kraftfunktion V etc. je einer festbestimmten Grenze 
zueilt, wenn man die Zeit, während welcher dieses Mittel 
genommen wird, ohne die Bewegung zu variieren, in be- 
liebiger Weise über alle Grenzen wachsen läßt, so wollen 
wir eine solche Bewegung eine mesische nennen. 


& 44. Spezielle Beispiele. 


Wir wollen, ehe wir an die Ausführung der Rechnung 
gehen, das Gesagte durch einige Beispiele erläutern. 

Das erste Beispiel ist das schon mehrfach erwähnte, aus 
der kinetischen Theorie der Gase oder tropfbaren Flüssig- 
keiten. Das System wird gebildet durch n materielle Punkte, 
die sich ganz wie nach den Anschauungen der mechanischen 
Wärmetheorie die Moleküle eines dem van der Waals- 
chen Gesetze folgenden Gases oder einer tropfbaren Flüs- 
sigkeit in einem zylindrischen Gefäße mit starren Wänden 
bewegen, das oben durch einen vollkommen dichten, reibungs- 
losen Stempel abgeschlossen ist. Die Erhöhung der leben- 
digen Kraft etwa durch von außen irgend woher kommende 
Molekularstöße korrespondiert der zur Temperaturerhöhung 
verwendeten zugeführten Wärme, wogegen die gegen die 
zwischen den n materiellen Punkten tätigen Innenkräfte ge- 
leistete Arbeit der inneren Arbeit korrespondiert. Die 
s Variabeln sind die zur Bestimmung der Lage der n mate- 
riellen Punkte notwendigen Größen. 
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Der Stempel bewegt sich immer nur langsam, so daß 
sein Druck immer nahe gleich dem Gegendrucke der mate- 
riellen Punkte ist, zwischen denen immer auch nahezu 
Gleichgewicht der lebendigen Kraft bestehen soll. Die 
g Variabeln bestimmen die Lage des Stempels. Die Arbeit 
der Kraft, welche der Stempel auf die materiellen Punkte 
ausübt, ist die äußere Arbeit. Sie ist gleich der Arbeit, 
welche die von außen auf den Stempel wirkenden Kräfte 
leisten. Dieses System ist bei genügend großer Zahl der 
Moleküle ein unechtes Zykel, isokinetisch, finit und mesisch, 
doch nicht periodisch. 

Zweites Berspiel: Zentralbewegumgsmodell. Wir betrachten 
ahnlich, wie wir es schon am Schlusse des Paragraphen 41 
taten, die Zentralbewegung eines einzigen materiellen Punktes. 
Aber es sei Vorsorge getroffen, daß sich während der Zen- 
tralbewegung die beiden Konstanten A und a langsam ver- 
ändern können, welche das Gesetz bestimmen, nach dem die 
Zentralkraft wirkt. 

An Stelle der Clausiusschen Annahme einer direkten 
Veränderlichkeit der Naturgesetze wollen wir uns die Ver- 
änderlichkeit von A und a durch gewöhnliche mechanische 
Hilfsmittel bewirkt denken. Handelt es sich zunächst um 
die Zentralbewegung eines Planeten um die Sonne, 30 
können wir uns etwa vorstellen, daß von außen stets Massen 
{Meteorsteine) in die Sonne stürzen, so daß deren Masse und 
daher auch deren Anziehungskraft gegen den Planeten mit 
der Zeit wächst. Wollte man einen geschlossenen Prozeß 
analog dem Carnotschen Kreisprozesse konstruieren, so 
müßten z. B. zuerst Massen in die Sonne stürzen. Hierbei 
würde äußere Arbeit gewonnen. Dann müßte die lebendige 
Kraft der Zentralbewegung, welcher die Wärmeenergie des 
warmen Körpers entspricht, vermindert werden. Dann 
müßten dieselben Massen wieder von der Sonne fort bis in 
unendliche Entfernung gebracht werden. Hierbei wäre 
weniger Arbeit zu leisten als früher beim Hineinstürzen ge- 
wonnen wurde, da ja der Planet jetzt entfernter ist und 
weniger Anziehung ausübt. Endlich müßte wieder die 
Energie der Umlaufsbewegung des Planeten durch eine ent- 
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sprechende Energiezufuhr auf den alten Stand gebracht 
werden und wir nehmen an, daß Gestalt, Lage und Be- 
wegungsgeschwindigkeiten zum Schlusse wieder dieselben 
wie zu Anfang des Prozesses sind. Da hier die Bahn stets 
eine geschlossene ist, so wäre bereits vollständige Analogie 
mit dem zweiten Hauptsatze vorhanden. Wenn T die mittlere 
lebendige Kraft des Planeten in seiner Umlaufsbewegung 
und ô Q die Energie ist, die man ihm behufs Erhöhung der 
lebendigen Kraft seiner Umlaufsbewegung während eines 
unendlich kleinen Teiles des Prozesses zuführen muß, so ist 
nicht 5Q, wohl aber 5Q/T ein vollständiges Differential, 
sobald die Masse der Sonne stets so langsam zu- und ab- 
nimmt, daß die Zu- oder Abnahme während eines Planeten- 
umlaufs als klein und gleichförmig mit der Zeit erfolgend 
betrachtet werden kann. Man kann dies durch Ausführung 
der Rechnung im Detail verifizieren, doch ist das Hinein- 
stürzen von Massen in die Sonne immerhin ein für die 
Rechnung noch etwas unbeguemer Vorgang. 

Eine physikalisch zwar etwas abstrakte, aber mechanisch 
noch weit klarere Vorrichtung, welche in größter Allgemein- 
heit alle denkbaren Fälle illustriert, ist dıe folgende: eine 
sehr kleine vollkommen glatte Kugel von der Masse m be- 
wege sich auf einer glatten horizontalen Ebene. Daran sei 
ein biegsamer massenloser Faden von unveränderlicher Länge 
befestigt, der durch ein Loch der Ebene geht, dann ver- 
tikal herabhängt und am Ende einen massenlosen, in einer 
vertikalen Röhre reibungslos beweglichen Magnetpol A trägt. 
Vertikal unter diesem befinde sich ein außerordentlich kurzer, 
um eine horizontale Achse drehbarer Magnet, dessen. sehr 
nahe Pole B und C heißen sollen. 

Man kann nun dem Kügelchen m während der Zentral- 
bewegung durch kleine Stöße langsam lebendige Kraft zu- 
führen (dies entspricht der Wärmezufuhr) und auch den 
Magneten langsam drehen (entsprechend der Bewegung des 
Stempels}. So kann man den Zustand langsam variieren 
und auch wieder auf anderem Wege zum alten Bewegungs- 
zustande zurückkehren, indem man z. B. zuerst bei weniger 
lebhafter Bewegung des Kügelchens m den kurzen Magnet 
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dreht, dann lebendige Kraft zuführt, dann bei heftiger Be- 
wegung den kurzen Magnet langsam in die alte Lage zurück- 
dreht und dann wieder gerade so viel lebendige Kraft entzieht, 
bis die lebendige Kraft den alten Wert erlangt hat und dabei 
auch die Bewegungsrichtung gerade so ändert, daß schließlich 
wieder dieselbe Bahn bei gleicher Lage des Magnets eintritt. 
Die Variabeln, welche die Position der Masse m in der Ebene 
bestimmen, sind die, welche wir früher die s Variabeln 
nannten, die g Variabeln reduzieren sich auf eine einzige, 
nämlich den Drehungswinkel des Magnets. 

Man kann in zweifacher Weise bewirken, daß die von 
außen auf den Magneten wirksame Kraft nicht während der 
unvariierten Bewegung periodisch veränderlich, sondern nur, 
falls die Bewegung variiert wird, langsam mit der Zeit ver- 
änderlich zu sein braucht: erstens wenn man annimmt, daß die 
Umlaufszeit der Masse m sehr kurz und das Trägheitsmoment 
des Magneten bezüglich seiner Drehungsachse enorm groß 
ist, so daß er während der Wanderung der Masse m vom 
Perihel bis zum Aphel nur eine verschwindend kleine 
Drehung macht, zweitens wenn man auf der horizontalen 
Ebene statt einer einzigen unendlich viele vollkommen gleich 
beschaffene Massen m fingiert, welche alle möglichen Phasen 
„erselben Zentralbewegung gleichzeitig haben, und sich, ohne 
sich gegenseitig zu stören, unabhängıg voneinander bewegen 
und alle vom Magneten in gleicher Weise und durch Vermitt- 
lung der gleichen beschriebenen Vorrichtungen affiziert 
werden. Dadurch kann man das System in ein isokinetisches 
im Sinne Helmholtz’ und zugleich auch in ein echt zyk- 
lisches verwandeln, wenn nämlich alle diese Massen die 
ganze Fläche, welche sie bei der Zentralbewegung im Ver- 
lauf der Zeit bestreichen, schon zu Anfang der Zeit in 
passender Weise kontinuierlich bedecken. Doch ist dann 
zur Bestimmung der Lage irgend eines der in Zentral- 
bewegung begriffenen Massenteilchen nebst den langsam ver- 
änderlichen Koordinaten, welche die Position des oder der 
Magnete bestimmen, keineswegs die Kenntnis einer einzigen 
zyklischen Variabeln ausreichend, sondern es sind dazu noch 
zwei Variabeln (zwei rechtwinklige Koordinaten ın der Ebene, 
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oder die Bahnlänge und die Bewegungsrichtung in gegebener 
Entfernung vom Kraftzentrum) erforderlich. 

Will man bewirken, daß die Zentralbewegung jeder 
Masse nach dem Newtonschen Gravitationsgesetze erfolgt, 
so darf man keinen gewöhnlichen Magneten anwenden, 
sondern der Pol A muß von dem näheren Pole B mit eıner 
der ersten Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen 
Kraft angezogen, von dem entfernten Pole C aber mit einer 
gleichen Kraft abgestoßen werden. Dann wird wieder nicht 
ðQ, wohl aber 5Q/T ein vollständiges Differential sein, 
Hat man gleichzeitig zwei Magnete, von denen der eine von 
der eben geschilderten Beschaffenheit ist, der andere aber 
nach demselben Gesetze wirkt, wie ein gewöhnlicher Magnet, 
und von denen jeder unabhängig von dem andern drehbar 
ist, so erhält man eine Zentralbewegung, bei welcher die 
Zentralkraft das am Ende des Paragraphen 41 erwähnte 
Gesetz befolgt und die beiden Konstanten à und a unab- 
hängig voneinander langsam verändert werden können. 

Es ist dann auch ô Q/T kein vollständiges Differential und 
man sieht, daß nicht für alle isokinetischen und auch nicht 
alle rein zyklischen Systeme $Q/T ein vollständiges Diffe- 
rential ist. Bezüglich der ausführlichen Berechnung aller 
Beispiele verweise ich auf Wien. Sitz. Ber. II, 92, S. 858 
Okt. 1885, Exn. Rep. d. Physik 22, S. 135. 

Drittes Beispiel. Eine Masse rotiert rasch um eine Achse 
und ihre Entfernung von der Achse ist der langsam ver- 
änderliche Parameter. Es ist dies ein lehrreiches Beispiel 
für ein zyklisches System im weiteren Sinne nach der Be- 
zeichnungsweise Hertz’, welches kein echtes Zykel ist. Es 
soll Kürze halber im folgenden immer als das Zentrifugal- 
modell bezeichnet werden. Über die schöne Analogie, welche 
diese einfache mechanische Vorrichtung mit dem Carnot- 
schen Satze und dem Verhalten vollkommener Gase zeigt, 
vergl. meine Vorlesungen über Maxwells Theorie der Elek- 
trizität und des Lichtes 1. Band, 2. Vorlesung. Im selben 
Buche, 4. und 6. Vorlesung, ist auch eine Vorrichtung be- 
schrieben, an welcher zwei voneinander unabhängige zyk- 
lische Bewegungen möglich sind. 
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Viertes Beispiel: Das Flüssigkeitsstrommodell. Einereibungs- 
lose, inkompressible Flüssigkeit strömt wirbellos in einem 
in sich zurücklaufenden Kanale. Die Gestalt des Kanales 
und auch dessen Querschnitt an verschiedenen Stellen kann 
langsam veränderlich sein, ohne daß jedoch der gesamte 
Hohlraum des Kanales variiert. Dieses System ist ein 
echtes Zykel. 


§ 45. Es wird weder Periodizität noch zyklischer 
Charakter der Bewegung vorausgesetzt. 


Wir wollen nun zunächst die Rechnung möglichst all- 
gemein durchführen. Wir denken uns n materielle Punkte 
(das Kügelchen m des Zentralbewegungsmodells), deren 
Lage durch s generalisierte Koordinaten bestimmt ist. 
Zwischen den letzteren können möglicherweise noch o mit 
der Zeit vollkommen unveränderliche Bedingungen bestehen, 
die also auch für alle variierten Bewegungen dieselben 
bleiben müssen. 

Später werden wir annehmen, daß die Bewegung dieser 
n materiellen Punkte eine zyklische oder eine damit ver- 
wandte ist. Vorläufig aber wollen wir sie noch ganz allge- 
mein lassen. 

Diese n Punkte bilden das betrachtete mechanische 
System. Außerdem sollen noch dreierlei materielle Punkte 
wirksam sein. 

1. Mit den » materiellen Punkten sollen zunächst 
andere (n) in Wechselwirkung stehen, welche letztere ihre 
Lage im Raume immer unverändert beibehalten und daher 
ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit auch zu den 
n Punkten hinzugerechnet werden können. Es könnte sich 
z. B. beim Zentralbewegungsmodelle an der Stelle, wo der 
Faden durch das Loch geht, eine fixe unreränderliche 
Masse befinden, welche eine beliebige Zentralkraft auf das 
Kügelchen m ausübt. Solche Massen könnten auch anderswo 
in der Bahnebene des Kügelchen fix verteilt sein. 

2. Außerdem sollen mit den n materiellen Punkten 
andere » in Wechselwirkung stehen, deren durch g genera- 
lisierte Koordinaten (die langsam veränderlichen Variabeln 
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oder Parameter) bestimmte Lage manches Mal ganz unver- 
ändert, manches Mal wieder außerordentlich langsam ver- 
änderlich ist. Die » Punkte werden bezüglich des betrach- 
teten Systems als äußere angesehen. Sie entsprechen dem 
Magnete des Zentralbewegungsmodells. 

3. Es sind noch andere (N) materielle Punkte vorhanden, 
welche bloß auf die v Punkte, also gar nicht auf die n Punkte 
wirken sollen und daher ganz außerhalb des betrachteten 
Systems stehen. Die Kräfte, welche sie auf die ersteren 
Punkte ausüben, müssen den Kräften, welche die » Punkte 
auf die v Punkte ausüben, vollständig das Gleichgewicht 
halten, solange die letzteren vollständig ruhen, der Zustand 
muß von dem des Gleichgewichtes sehr wenig verschieden 
sein, wenn sich die y Punkte langsam bewegen. Es sind 
dies am Zentralbewegungsmodelie die Kräfte, welche am 
Magnete den Kräften, die der Pol A auf ihn ausübt, das 
Gleichgewicht halten müssen. 

T sei die lebendige Kraft der n Punkte, F die Kraft- 
funktion aller von ihrer Wechselwirkung untereinander und 
der Wirkung der n’ Punkte auf sie herstammenden Kräfte. 
Die Arbeit aller dieser Kräfte nennen wir die innere Arbeit, 
die der Kräfte, welche von den v Punkter auf die n Punkte 
ausgeübt werden (der äußeren Kräften), nennen wir die 
änßere Arbeit. Die äußere Kraft nach einer Koordinate p, 
der n Punkte, d. h. diejenige, welche vermöge der Wechsel- 
wirkung der n und der v Punkte darauf wirkt, soll mit $, 
bezeichnet werden. Die zwischen den n und den v Punkten 
wirkenden Kräfte sollen ebenfalls eine Kraftfunktion haben, 
welche mit Q bezeichnet werden soll; dagegen soll die Ge- 
samtkraftfunktion F+ 2 aller zwischen den n, w und 
v Punkten wirkenden Kräfte V heißen. Sobald man es vor- 
zieht von den v Punkten gar nicht zu sprechen, ist die 
äußere Einwirkung auf die n Punkte einfach durch die 
Kräfte ®, bestimmt, welche die Kraftfunktion 2 haben, die 
aber dann mit der Zeit langsam veränderliche Parameter 
enthält. 

Es sollen sich zuerst die n materiellen Punkte bei un- 
veränderlicher Lage der v Punkte während der Zeit 4 — tọ 
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bewegen, was wir als deren unvariierte Bewegung bezeichnen 
wollen. Die analog der Formel 236) berechneten Mittel- 


werte von T, V etc. während dieser Zeit sollen mit T, V etc. 
zeichnet werden. 


Wir vergleichen mit der unvariierten Bewegung zunächst 
eine andere Bewegung, welche in unendlich wenig ver- 
schiedener Weise geschieht, zur selben Zeit ż„ wie die un- 
variierte Bewegung beginnt, und zu einer von i, unendlich 
wenig verschiedenen Zeit # + dt, endet 

Irgend einem Zustande A der unvariierten Bewegung, 
welcher zu irgend einer Zeit ? stattfindet, korrespondiert 
immer derjenige Zustand B der variierten Bewegung, welcher 
zur selben Zeit : stattfindet. Im Zustande B soll die leben- 
dige Kraft T der n Punkte um òT größer sein als im Zu- 
stande A. 

Die Werte der s Koordinaten sämtlicher n Punkte 
werden ebenfalls im Zustande B etwas andere sein als im 
Zustande A. Die durch diesen Umstand allein bewirkten 
Zuwächse von F, Q und 7 bezeichnen wir mit ôF, ô Q 
und ô V. Ist ferner 


aF 
240) P=- jp th 


die gesamte, nach einer Koordinate p, des Systems der 
n Punkte wirkende generalisierte Kraft, so ist also: 


241) IF+öR=-87=-—- $h P dn. 


Es ist also ôV genau die auch im Vorhergehenden 
immer so bezeichnete Größe und stellt den Gesamtbetrag 
der dem Systeme der zn Punkte zugeführten Energie dar, 
welcher auf Arbeitsleistung gegen alle auf die n Punkte 
wirkenden Kräfte verwendet wird. Da ferner ôT den Zu- 
wachs der lebendigen Kraft dieser Punkte darstellt, so müßte 
den r Punkten irgendwie die Gesamtenergie 


242) ÖSE=S5T+5V=-5I +52 = Jany 5,2 


zugeführt werden, um den Zustand A des Systems in den 
Zustand B überzuführen. Die Krafte, welche diese Energie 
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Zufuhr bewirken und auf welche wir jetzt allein den 
Namen Zusatzkräfte beschränken wollen, sind ganz neue 
Kräfte, welche von allen während der unvariierten Bewegung 
wirkenden völlig verschieden sind. Diese Energie ôE stellen 
wir mit der einem Körper zugeführten Wärme ôQ in 
Parallele, J, = T + F dagegen, oder auch, wenn wir lieber 
wollen, J, „= T+ F, setzen wir mit der gesamten inneren 
Energie eines warmen Körpers, der lebendigen Kraft der 
Molekularbewegung und der auf innere Arbeitsleistung ver- 
wendeten Wärme in Parallele. 


846. Das erweiterte System. 


Die Zuwächse der Kraftfunktionen Q und V, welche 
daher rühren, daß im Zustande B auch die v materiellen 
Punkte etwas andere Lagen haben als im Zustande A, sollen 
mit ð, Q und ô, V bezeichnet werden, so daß der totale Zuwachs, 
den die Größen V und Q beim Übergang vom Zustande A 
in den Zustand B erfahren, 


>43) Ae V= V+V, ie Q =R +R 
st, und der Ausdruck 
144) Jar =T ÒV +Y 


den totalen Zuwachs der Gesamtenergie Ja, , = T+ V des 
erweiterten Systems der n + » Punkte darstellt. 

Man kann daher sagen: Wenn die Überführung aus 
dem unvariierten in den variierten Zustand gerade zur 
Zeit ż stattfände, so daß gerade der Zustand A in den Zu- 
stand B übergeführt würde, so würde dem System der 
n Punkte von den Zusatzkräften die Energie ô E, durch die 
Einwirkung der v Punkte die Energie — ô Q zugeführt, so 
daB seine innere Energie um J =ô T+ F wächst oder 
es wird von der ganzen, durch Zusatzkräfte zugeführten 
Energie ôE der Teil ôT -+ ôF auf Vermehrung der Eigen- 
energie, der Anteil ô Q aber auf äußere Arbeitsleistung ver- 
wendet, 

Q ist die Kraftfunktion der Wechselwirkung der n und 
der » Punkte. Da es sich hier bloß um ein mechanisches 
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Bild gewisser Naturerscheinungen handelt, so ist es voll- 
kommen willkürlich, welche Punkte man dem betrachteten 
Systeme zuzählt und welche man als äußere ansieht. Es 
kann in dem einen Falle die eine, in dem anderen wieder 
eine andere Analogie mit den Eigenschaften warmer Körper 
besonders hervortreten. Man kann daher auch die y Punkte 
noch zum betrachteten Systeme rechnen, so daß dann 


Y=F+2 
die potentielle, und 
J„+=T+ r=T+F+2 


die totale Energie des gesamten betrachteten Systems ist. 
Dann wäre wieder òT +01 mit der zugeführten Wärme 
aber jetzt ð, V = 06,2 mit der in Form von äußerer Arbeit 
dem Systeme zugeführten Energie in Parallele zu setzen, 
— ô, Q der auf äußere Arbeitsleistung aufgewendeten Wärme, 

Wenn die Kräfte, welche die Kraftfunktion 2 haben. 
keine gewöhnlichen Fernkräfte sind, sondern den Wert Null 
haben, bei einer gewissen Entfernung der Punkte, zwischen 
deneu sie wirken, bei etwas größerer oder kleinerer Ent- 
fernung aber sofort ins Unendliche anwachsen, so ist ohne- 
dies Q konstant, daher 


ÒR +08,2= 0 


und es kommen beide Auffassungen auf dasselbe hinaus. 
Bei dem Zentrifugalmodell ist diese Bedingung ohne weiteres 
erfüllt: beim Bilde eines von einem Stempel abgeschlossenen 
Gases kann man sich dieselbe jedenfalls ohne wesentliche 
Modi6kation des Problems erfüllt denken, da ja auch in 
diesem Falle nur ein verschwindender Energiebetrag auf 
Veränderung der Kraftfanktion derjenigen Kräfte verwendet 
wird, die zwischen den Gasmolekülen und denjenigen des 
Stempels tätig sind, also die Variationen von 2 nicht in 
Betracht kommen. 

Mit ®, haben wir die Kräfte bezeichnet, welche die 
v Punkte auf die n Punkte ausüben (der Stempel auf das 
Gas). Gleiche und gleich bezeichnete Kräfte üben für den 
Fall der Ruhe der » Punkte die N Punkte auf die v Punkte 


Boltzmaan, Mechanik IT. 12 


178 IV. §47. Anwend. d. Wirkungsprinzips. [GL 244. 


aus (die Hand oder belastende Gewichte von der Außen- 
seite auf einen leicht beweglichen, das Gas abschließenden 
Stempel). Gleiche entgegengesetzt bezeichnete Krafte üben 
die n auf die » oder die » auf die N Punkte aus. Für eine 
außerordentlich langsame Bewegung der »Punkte, wobei 
der ganze Prozeß nahezu umkehrbar ausfällt (umkehrbare 
Ausdehnung des Gases), gilt das eben (esagte wenigstens 
mit sehr großer Annäherung. 

Es ist daher — ĝ, V auch die Arbeit, welche vermöge 
der Bewegung der » Punkte gegen die Kräfte geleistet wird, 
die von dem N auf die v Punkte ausgeübt werden und be- 
wirken, daß letztere bei der unvariierten Bewegung in Ruhe 
bleiben, bei der variierten aber sich nur überaus langsam 
bewegen. Letztere Kräfte sind nämlich den Kräften ®, 
vollständig gleich. 


8 47. Anwendung des Prinzips der kleinsten Wirkung. 


Es hat nun ôE, ST und ôF dieselbe Bedeutung wie 
in Formel 223 8 36. V enthält allerdings außer den Ko- 
ordinaten der n auch noch die der r Punkte und die die letz- 
teren enthaltenden Ausdrücke spielen im Ausdrucke für die 
Kraftfunktion der n Punkte die Rolle langsam veränder- 
licher Parameter, sobald die » Punkte sich langsam be- 
wegen; allein dies geschieht niemals, solange die Bewegung 
unvariiert bleibt. Während der unvariierten Bewegung ist 
daher V eine die Zeit nicht explizit enthaltende Funktion 
der Koordinaten der n materiellen Punkte und das allein 
ist zu Anfang des $ 36 vorausgesetzt. Die durch unendlich 
kleine Bewegung der v Punkte eintretenden Wirkungen 
werden dort zu den Zusatzkräften gerechnet. Es gilt daher 
hier wieder die Gleichung 223), nämlich: 


f; (A ® 
2òf Tat= | SEdt+ Dili pi — at pp). 
fe h 1 

Wir haben bisher die unvariierte Bewegung während 
der Zeit 4 —i, und daneben ganz davon unabhängig die 
variierte während der Zeit 4 + ôt — f, betrachtet. 
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Wir wollen uns jetzt mit der Betrachtung des Überganges 
von der einen zur anderen beschäfugen. Da ist es zunächst 
vollkommen gleichgültig, zu welchem oder zu welchen im Ver- 
lauf der ganzen Zeit i —t, liegenden 'Zeitmomenten die Zu- 
satzkräfte den » Punkten Energie zugeführt haben. Dagegen 
ist es nicht gleichgültig, ob die gesamte Verrückung der 
v Punkte in einem einzigen zwischen t, und ¿ liegenden 
Momente geschah oder sich aus mehreren Verrückungen 
zusammensetzte und wann im Verlauf der Zeit i, — é diese 
eine resp. jede der Partialverrückungen stattfand. Der 
Wert, den der Zuwachs ôE — ò Q = òT + F)=òJ, der 
Gesamtenergie der n Punkte und ebenso der Wert, den der 
Zuwachs ò Jn, = ÒT ÒF -+ òo 2=9T+ ôw V der ge- 
samten lebendigen Kraft und Kraftfuuktion der n + v Punkte 
am Ende der Bewegung, also zur Zeit i, +ô hat, ist, 
wenn die Gesamtverschiebung der v Punkte dieselbe ist, 
natürlıchdavon unabhängig, wann diese Verschiebung stattfand. 
Dagegen ist die gesamte äußere Arbeit, sei es, daß wir die- 
selbe als ð Q oder als — ð N definieren, davon abhängig, 
wann die Verschiebung der » Punkte stattfand, ebenso die 
Energie òT +ò YV, welche die Zusatzkräfte den n Punkten 
während der Zeit ¿4 — tp im ganzen zuführen müssen. Denn 
letztere ist gleich ST + ðw V —-6,2=S)T+HÖF+ iR. 

Es sollen nun speziell die » Punkte während der ganzen 
Zeit i — t, der Bewegung sich gleichförmig aus der Lage, 
die sie für die unvariierte Bewegung haben, in die Lage 
hinüberbewegen, welche sie für die variierte Bewegung 
haben, so daß sie erstere Lage noch zur Zeit /, haben, 
letztere aber gerade zur Zeit i, erreichen. Während also 
die Bewegung der „Punkte mit großer oder kleiner Ge- 
schwindigkeit geschehen kann, sollen sich die v Punkte/un- 
endlich langsam, aber vollkommen gleichförmig bewegen, 
so daß sie während der endlichen Zeit 4 —i, nur sehr 
kleine Wege zurücklegen, weshalb wir die ihren Finfluß 
ausdrückenden Größen die langsam veränderlichen Para- 
meter genannt haben. 

Bezeichnen wir dann mit ò, £2 die Arbeit, welche von 
den » Punkten gegen die von der Kraftfunktion 2 her- 
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stammenden Kräfte geleistet werden müßte, wenn die ganze 
Verschiebung der v Punkte im Zeitmomente { vor sich ginge. 
so ist die bei der jetzt betrachteten allmählichen Ver- 
schiebung der »rPunkte während der Zeit dt geleisteten 


Arbeit gleich 
3, Rat 


ah) 
wobei 6,2 für die verschiedenen Phasen der Bewegung 
verschieden, daber eine Funktion von ż ist. Die ganze von 
den » Punkten gegen die der Kraftfunktion 42 entstammen- 
den Kräfte während der Zeit ti, — f, geleistete Arbeit ist 
also im Falle der allmählichen Verschiebung der » Punkte 


t 
245) ò, Q, = ig fa Rat. 
bo 


Wenn dabei auch passende Zusatzkräfte wirken, welche 
mit der Verschiebung der v Punkte zusammen die unvariierte 
Bewegung in die variierte überführen, so daß sich die 
materiellen Punkte zur Zeit 4, noch in der Weise bewegten, 
welche der unvariierten Bewegung zu dieser Zeit entspricht, 
wogegen sie sich zur Zeit z, + öt, genau in der Weise be- 
wegen, welche ihnen in der variierten Bewegung zur Zeit 
t +0, (der der Endzeit żġ der unvariierten Bewegung 
korrespondierenden Zeit) zukommt, so müssen die Zusatz- 
kräfte den n materiellen Punkten die Energie 


tı tı 
ai E E I BR: TEEN 
246) SQ=ST+ ðw 7: | 5 Qai =. fOT+ Nat 
to to 


zufübren. Wann während der Zeit ¿4 — i, und in welcher 
Weise die Zusatzkräfte wirken, ist hierbei gleichgültig, so- 
bald nur der Effekt der ist, daß schließlich genau die 
variierte Bewegung erzeugt wurde Denn wenn der ganze 
Energiezuwachs der n Punkte und die Gesamtverschiebung 
der » Punkte, also dadurch auch die nach außen abgegebene 
Energie dieselben sind, so ist dadurch die von den Zusatz- 
kräften zugeführte Energie bestimmt. !) 


1) Falls das System ein echt zyklisches ist, d.h. falls in der 
wnvariierten Bewegung an die Stelle jeder Masse, die ihren Platz 
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Nun ist aber ĝ7'+ ôV dieselbe Größe, die in Formel 
223 § 36 mit ÖE bezeichnet wurde und man erhält daher 
aus Gleichung 246 


e 


to 
247) -1)50- 23 f Tat— Dl öp} - ag òp?) 
t 1 


8 48. Betrachtung periodischer Bewegungen. 


Falls sowohl die unvariierte als auch die variierte 
Bewegung periodisch sind, kann man sich die drei im 
vorigen Paragraphen behandelten Bewegungsarten, die un- 
varuerte, die variierte und den allmählichen Übergang 
von der einen zur andern leicht zeitlich nacheinander 
realisiert denken. Ist ¿ die Periode der unvariierten, 
i+ ôi die der variierten Bewegung, so kann man setzen 
i= +i, du =Ödü Man kann sich dann zunächst 
mehrere, Male während der Zeit í die unvarüerte Be- 
wegung vor sich gehend, dann während der Zeit i (auch 
2i, 3%) die » Punkte langsam verschoben und auch die Zusatz- 
kräfte wirkend und endlich mehrere Male während der Zeit 
i+06i die variierte Bewegung ablaufend denken. Man 
denkt sich dann alle diese Vorgänge nacheinander im Ver- 
laufe der Zeit sich abspielend und kann, wenn man will, 
die Unterscheidung zwischen zeitlichen Änderungen und 
Variationen ganz fallen lassen. 


verläßt, sogleich eine andere gleich beschaffene, mit einer gleichen 
gleichgerichteten Geschwindigkeit begabte Masse tritt, so daß die 
»TPunkte auf die letztere genau so wie auf die erstere wirken und 
falls dasselbe auch für die variierte Bewegung stattfindet, so hat ĝ, 52 
fur alle € den gleichen Wert und die obige Formel gilt auch, wenn 
die »Punkte sich nicht gleichförmig aus der unvariierten in die 
variierte Lage bewegen, die äußere Arbeit ist dann ganz dayon un- 
abhängig, wann die Verschiebung der » Punkte erfolgt. Doch wird 
noch immer vorausgesetzt, daß die Gesamtbewegung der » Punkte 
während der Zeit ^4 — 4, sehr klem ist. Selbst wenn sie ruckweise 
erfolgt, so darf immer nach enälicher Zeit wieder ein nur unendlich 
klemer Ruck geschehen. Unter dieser Bedingung kann man dann 
die Größen, welche den Einfluß der » Punkte ausdrücken, noch immer 
als die laugsam veränderlichen Parameter betrachten. 
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In diesem Falle, daß sowohl die unvariierte Bewegung 
als auch die variierte periodisch sind, werden auch, wie 
wir gesehen haben, die Variationen an heiden Grenzen gleich 
und es ist: 


10=- -ö( Tai) = Zur, 
fo 
daher z 
248) = = en = SIT), 


wobei 2 den natürlichen Logarithmus bezeichnet. Nun 
herrscht eine nahezu vollständige Analogie mit dem zweiten 
Hauptsatze. 

Man gehe zu immer anderen und Anderen variierten 
Babnen tiber, wobei auch die » Punkte immer andere und 
andere Lagen annehmen, sich aber unendlich langsam gegen- 
über den » Punkten bewegen oder bei zyklischer Bewegung 
der nPunkte vielleicht auch immer nach einer endlichen 
Zeit einen unendlich kleinen Ruck machen sollen. In dieser 
Weise variiere man die Bewegung fortwährend, bis man 
endliche Änderungen aller Größen erhält, und durchlaufe 
schließlich einen vollständigen Kreisprozeß, d. h. man kehre 
eudlich wieder zur selben Bewegung der n Punkte, verbunden 
mit gleicher Lage der »Punkte, zurück, ohne daß man 
jedoch genau dieselhen Bewegungen der n und Lagen 
der v Punkte einfach in umgekehrter Reihenfolge wieder- 
kehren ließ. 

Dann wird die Summe aller hierbei durch die Zusatz- 
kräfte den n Punkten zugeführten Energie, welche wir ein- 
fach mit / ô Q bezeichnen wollen, für alle diese Variationen 
der Zustände im allgemeinen nicht verschwinden, obwohl 
man zum Schluß wieder zum Anfangszustande zurückgekehrt 
ist. Dagegen wird 

es 

T 
immer gleich Null sein. Denn ðỌ/T ist nach 248) der 
Zuwachs von l(i T}, J > ist also die Differenz der Werte 
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von l(i T}? im Anfangs- und Endzustande. Da im betrachteten 
Falle aber der Anfangs- und Endzustand identisch sind, so 
muß diese Differenz Null sein. 

Wenn man z. B., was wir den Prozeß A nennen wollen, 
zuerst die vr Punkte verschiebt, dann die Bewegung der 
n Punkte beschleunigt, dann die » Punkte wieder in ihre 
alte Lage bringt und schließlich den n Punkten wieder so 
viel Energie entzieht und auch ihre Geschwindigkeits- 
richtungen gerade so ändert, daß ihre Bewegung genau 
wieder die alte wird, so wird /d0/7 immer verschwinden. 
Dagegen wird fQ im allgemeinen nicht Null sein. 
Letzterer Ausdruck wird natürlich von gleichem Absolut- 
werte, aber entgegengesetzt bezeichnet sein, wenn man irgend 
eine Reihe von Bewegungszuständen der n und Lage der 
v Punkte gerade in der entgegengesetzten Weise durchläuft. 
(Prozeß B.) 

Dem Prozesse.4 entspricht der folgende Vorgang: man 
läßt ein Gas sich zuerst ausdehnen, dann erwärmt man es, 
drückt es dann bei der höheren Temperatur auf das alte 
Volumen zusammen und kühlt es schließlich wieder ab, bis 
es den alten Zustand augenommen hat, alles in umkehrbarer 
Weise. Die direkte Umkehr eines soichen Vorganges ent- 
spricht dann dem Prozesse B. 

Die von uns betrachteten Systeme unterscheiden sich 
insofern von warmen Körpern, als ihr Zustand durch ihre 
Energie und die Lage der » Punkte (die äußere Umgebung) 
noch keineswegs bestimmt ist. So kann sich z. B. der 
materielle Punkt m des Beispiels 2 des § 44 bei gleicher 
Energie und gleicher äußerer Umgebung im Kreise oder 
in einer ellipsenartigen Balın etc. bewegen. 


Da f 2 (die Entropie) = 22} (i T) ist und jede Funktion 


derselben mit dem integrierenden Faktor multipliziert wieder 
integrierender Faktor sein muß, so ist auch i integrierender 
Faktor von dQ. Da i die Zeit ist, innerhalb welcher ein 
Teilchen einen ganzen Umlauf macht, ‚so ist 1/i die (ganz 
oder echt oder unecht gebrochene) Zahl der zyklischen 
Umläufe in der Zeiteinheit. 
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Unter einer periodischen Bewegung verstanden wir in 
diesem Paragraphen selbstrerständlich eine solche. bei 
welcher nach Ablauf der Periode dieselben Werte der 
rechtwinkligen Koordinaten aller materiellen Punkte wieder- 
kehren. Während, wie wir sahen, periodische Bewegungen 
die vollkommenste Analogie mit dem zweiten Hauptsatze 
zeigen, so gibt uns die am Schlusse des § 41 und in $ 44 
als Beispie! 2 behandelte Zentralbewegung in einer unge- 
schlossenen Bahn ein Beispiel einer nicht periodischen Be- 
wegung von folgeuden Eigenschaften: sie ist sonst den in 
diesem Paragraphen behandelten sehr ähnlich und kann 
sogar durch Betrachtung unendlich vieler in der gleichen 
Ebene bewegter Massenpunkte in eine echt zyklische (aller- 
dings nicht monozyklische) verwandelt werden; doch ver- 
schwindet für dieselbe schon bei fixer Lage der v Punkte 
(der Magnete, von denen die Werte von 2 und a abhängen), 
daher um so mehr bei variierender Lage der v Punkte, 
Ss QJT über einen vollständigen Kreisprozeß erstreckt 
nicht, ja 6 Q hat überhaupt keine integrierende Faktoren. 

Nur durch die Annahme des gleichzeitigen Vorhanden- 
seins sehr vieler Systeme mit allen möglichen Flächen- 
geschwindigkeiten, unter denen die Zustände nach den 
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung verteilt sind, kann 
in diesem Falle die Analogie ‚mit dem zweiten Hauptsatze 
der Wärmelehre wiederhergestellt werden. 

Durch die gleiche Annahme wird auch der oben er- 
wähnte Mangel an Analogie zwischen warmen Körpern und 
dem von uns jetzt betrachteten Systeme von z materiellen 
Punkten beseitigt, daß der Zustand der ersteren zur vollen 
Bestimmtheit außer der Angabe der äußeren Umstände nur 
der des Wertes einer Variabeln (der Temperatur) bedarf, 
während auf die Bewegung der betrachteten Systeme nebst 
der Lage der v Punkte und dem Energieinhalte noch andere 
die Anfangsbewegung der n Punkte bestimmende Integrations- 
konstanten ihrer Bewegungsgleichungen von Einfluß sein 
können. Hierauf soll jedoch hier nicht näher eingegangen 
werden. 
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$ 49. Theorie der Zykeln. 


Wir gehen nun speziell zur Entwicklung einiger Lehr- 
sätze aus der Theorie der Zykeln über. Wir verstehen, 
wie schon erwähnt, unter zyklischen Koordinaten schlecht- 
weg solche, welche undifferenziert weder im Ausdrucke für 
lebendige Kraft noch auch in dem für die wirkenden Kräfte 
oder etwa vorhandenen Bedingungsgleichungen vorkommen. 
Wie ebenfalls bereits erwähnt, sind, falls keine Kräfte 
im gewöhnlichen Sinne der Mechanik und keine die Be- 
wegungsfreiheit beschränkenden Bedingungen existieren, auch 
die rechtwinkligen Koordinaten zyklische. Allein sie defi- 
nieren keine finite, d. h. keine Bewegung, bei welcher für 
beliebige Zeiten die rechtwinkligen Koordinaten und ihre 
Differentialquotienten nach der Zeit zwischen endlichen 
Greuzen eingeschlossen sind. Dagegen ist die Variable, 
welche die Winkelsiellung des im $& 44 als Beispiel 3 
beschriebenen Zentrifugalmodells definiert, eine zyklische 
Koordinate im erweiterten Hertzschen Sinne, welche, 
obwohl sie selbst mit wachsender Zeit ins Unendliche 
wachsen kann. doch unter allen Umständen eine finite Be- 
wegung bestimmt. 

Eine echt zyklische Koordinate dagegen ist eine solche, 
welche eine echt zyklische Bewegung bestimmt, d. h. wenn 
sie unter Konstanthaltung aller anderen Koordinaten ver- 
änderlich ist, so muß an die Stelle jeder Masse, welche 
ihren Ort im Raume verläßt, sogleich wieder eine andere 
vollkommen gleich beschaffene mit der gleichen Geschwindig- 
keit in gleicher Richtung bewegte Masse treten, worin das 
Merkmal der echt zyklischen Bewegung besteht. 

Es sei ein System gegeben, welches folgende Bedingungen 
erfüllt: 1. unter den Variabeln, welche die Position seiner 
materiellen Punkte bestimmen, seien zyklische. 2. Gegen- 
über den Änderungsgeschwindigkeiten Jer zyklischen Variabelu 
(den zyklischen Geschwindigkeiten) seien die Diferential- 
quotienten nach der Zeit (Ändernugsgeschwindigkeiten) der 
übrigen Variabeln, welche zur Bestimmung dieser Position 
außerdem noch erforderlich sind, sehr klein; diese letzteren 
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Variabeln heißen deshalb die langsam Veränderlichen oder 
die Parameter; endlich 3. seien die zyklischen Beschleu- 
nigungen ebenfalls sehr klein gegenüber den zyklischen 
Geschwindigkeiten, d. h. die Änderungen der zyklischen 
Geschwindigkeiten, welche innerhalb von Zeiträumen ein- 
treten, während denen sich die Absolutwerte der zyklischen 
Koordinaten schon sehr bedeutend verändert haben, seien 
noch immer sehr klein. Dann nennen wir das System ein 
zyklisches System oder noch kürzer ein Zykel. 

Ist seine Bewegung zudem eine finite, so nennen wir 
es ein finites Zykel. Sind die zyklischen Variabeln lauter 
echt zyklische, so nennen wir es ein echtes Zykel Ist nur 
eine unabhängige zyklische Variable vorhanden, so heißt 
das System ein Monozykel; sind deren zwei, so heißt es 
ein Bizykel; sonst im allgemeinen ein Polyzykel; wenn z 
unabhängige zyklische Variabeln vorhanden sind, ein n-Zykel. 

An dem äußerlich wahrnehmbaren Zustande eines echten 
Zykels ist also, solange die Parameter konstant bleiben, 
trotz der lebhaften Bewegung innerhalb desselben keine 
Veränderung bemerkbar. Es zeigt sich dies an warmen 
Körpern, an Drähten, die von konstanten elektrischen 
Strömen durchflossen sind, aber auch an einem absolut 
symmetrischen, um seine Achse rotierenden Kre’sel oder einer 
vollkommen homogenen, in einer in sich zurücklaufenden 
Röhre strömenden Flüssigkeit. Wenn dagegen die zyklischen 
Geschwindigkeiten und die Parameter sich langsam ändern, 
so entspricht dies einem Gase, welches langsam erwärmt 
oder umkehrbar ausgedehnt oder komprimiert wird. Ein 
anderes Beispiel ist die langsame Intensitätsänderung oder 
mechanische Ortsveränderung eines von einem elektrischen 
Strome durchflossenen Drahtes, oder die langsame Be- 
wegung oder Deformation eines rotierenden Körpers oder 
eines von ponderabler Flüssıgkeit, durchströmten Kanales. 

Man kann die in den $$ 45—47 entwickelten all- 
gemeinen Formeln auf Zykeln anwenden, dabei aher manche 
Vereinfachungen anbringen. Das Zykel soll wieder aus 
n materiellen Punkten bestehen, deren Lage also teıls durch 
zyklische, teils durch langsam veränderliche Koordinaten 
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bestimmt ist. Erstere wollen wir mit p,, letztere mit p, be- 
zeichnen. Zwischen ihnen sollen keine Bedingungsgleichungen 
mehr bestehen. Diese » materiellen Punkte entsprechen 
denjenigen, welche wir auch in den $8$ 45—47 die n mate- 
riellen Punkte nannten. 

Da die p, nicht undifferenziert in dem Ausdrucke für 
T vorkommen, so sind die nach den zyklischen Koordinaten p, 
wirkenden Kräfte (die zyklischen Kräfte) 


d 
249) = 
wobei 
T 
250) gpi = 


Die Kräfte P, entsprechen den Zusatzkräften der 88 45—47; 
die durch sie dem Zykel zugeführte Energie soll die zyklisch 
zugeführte heißen; sie eutspricht der zugeführten Wärme. 
Da ferner die Glieder, welche zweite Ableitungen der p, 
oder p, nach der Zeit enthalten oder welche bezüglich der 
p'„ von der 1. oder gar 2. Ordnung sind, als verschwindend 
angesehen werden gegenüber denjenigen, welche bloß p, und 
p, enthalten, so sind die nach den Parametern p, wirken- 
den Kräfte ven 
251) P=- 55 
Da T eine homogene quadratische Funktion der p', ist, so 
können alle p, und p, konstant, daher p, = p'„,= 0 sein, 
wenn alle P, verschwinden. Dagegen müssen, wenn dies 
stattfinden soll, die P, im allgemeinen von Null verschiedene 
Werte haben. Wir unterscheiden nun verschiedene Klassen 
von nach den Parametern p, wirkenden Kräften. Dieselben 
können teils von der Wechselwirkung der n Punkte her- 
stammen, teils auch von der Wirkung anderer materieller 
Punkte, welche den n’ Punkten der 88 45—47 entsprechen 
und wie diese ein für allemal fix im Raume sein und die 
fixen materiellen Punkte heißen sollen. Sie können übrigens 
hier wie dort auch den n materiellen Punkten zugerechnet 
werden. Diese, teils von der Wechselwirkung der n Punkte, 
teils von der Einwirkung etwa vorhandener fixer materieller 
Punkte auf sie herrührenden Kräfte, welche wir alle als 
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innere Kräfte bezeichnen, sollen jedenfalls eine skleronome 

Kraftfunktion haben, welche wir wieder mit F bezeichnen. 

Der gesamte aus dieser Ursache herstammende Anteil von 
r 02 

P, ist also — 5 - 

Dazu müssen, damit die p, konstant bleiben, im all- 
gemeinen noch weitere Kräfte hinzukommen, welche wir 
mit P, bezeichnen und die äußern nach den Parametern 
wirkenden Kräfte nennen. Die materiellen Punkte, von 
denen sie ausgehen, entsprechen den » materiellen Punkten 
der 88 45—47 und sollen auch wieder die » materiellen 
Punkte heißen. Sie werden für das betrachtete System als 
äußere angesehen. 

Wenn exakt.y=p, =0 ist, also die zyklische Be- 
wegung vollkommen stationär ist, so bleibt auch die Lage 
der v Punkte vollständig unverändert und muß eine solche 
sein, daß exakt ne f 
5 7 
Sn Pam Re — ap. T 77 
ist. Dies entspricht dem, was wir in §§ 45—47 die un- 
variierte Bewegung genannt haben. Setzen wir hier in der 
Theorie der Zykeln wieder 
258) T-F=-H, T+F=E, 
wobei die Buchstaben H und E dieselbe Bedeutung wie in 
88 45—47, aber eine etwas andere als in den übrigen Ab- 
schnitten dieses Buches haben, so können wir die Glei- 
chungen 249) und 252) auch so schreiben: 


254) p =- 34 d ôH 


ap OT dE om 

Wenn die langsam veränderlichen Parameter und die 
Werte der p’, sich sehr langsam verändern sollen, so müssen 
die ®, ein wenig von den durch die obigen Gleichungen ge- 
gebenen Werten und die P, ein wenig von Null verschieden 
sein. Diese letzteren Kräfte entsprechen dann denjenigen, 
welche wir in §§ 45 bis 47 die Zusatzkräfte genannt haben 
und sollen auch hier wieder diesen Namen beibehalten. Die 
von ihnen zugeführte Energie, die zyklisch zugeführte Energie, 
entspricht in der Wärmetheorie der zugeführten Wärme. 
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Die langsame Veränderung, welche die zyklische Be- 
wegung durch die Zusatzkräfte sowie vermöge des Umstandes 
erfährt, daß die von den » Punkten ausgehenden Kräfte nicht 
genau die durch die Gleichung 252) bestimmten Werte ®, 
haben, entspricht dem, was wir in den §§ 45—47 die Variation 
der Bewegung genannt haben; jedoch ist es gegenwärtig 
nicht notwendig, die durch die langsame Bewegung der 
v Punkte und die Wirksamkeit der Zusatzkräfte eintretende 
allmähliche Änderung der stationären zyklischen Bewegung 
als ein Problem der Variationsrechnung aufzufassen und die 
dabei eintretenden Zuwächse durch Verwendung des 
Zeichens ö besonders hervorzuheben. Man kann vielmehr 
diese allmähliche Zustandsänderung als eine gewöhnliche 
unter dem Einfluß der Zusatzkräfte und der Lagenänderung 
der » Punkte im Verlaufe der Zeit stattfindende Bewegung 
auffassen. Es liegt dies besonders nahe bei den echten 
Zykeln, bei denen die unvariierte Bewegung gar keine sicht- 
bare Zustandsänderung darstellt, so daß erst bei deren lang- 
samer Variation wahrnehmbare zeitliche Veränderungen auf- 
treten. 

Die Werte von T, F etc. für einen beliebigen Zeit- 
moment der unvariierten Bewegung fallen für Zykeln mit 
den Mittelwerten T, V etc. derselhen Größen für die un- 
variierte Bewegung zusammen. Es ist gleichgültig. in 
welchem Zeitmomente der unvariierten Bewegung die 
Variation beginnt, welche ganz den Charakter einer unter 
dem Einfiusse gegebener Kräfte stattfindenden mechanischen 
Bewegung hat und auch beliebig lange andauern, allmählich 
zu einer endlichen Variation wachsen und zu einer beliebigen 
Zeit enden kann. Wenn in irgend einer Phase derselbeu 
plötzlich p,” =p; = 0 wird, erhält man sofort die dieser 
Phase entsprechend zu denkende unvariierte Bewegung. 

Es tritt hier deutlich zutage, wie die am Eingange 
dieses Buches betrachtete Variation ganz allmählich sich 
dem Charakter einer gewöhnlichen, im Verlaufe der Zeit 
stattfindenden Bewegung beliebig nähern kann, bei welcher 
nur einzelne Koordinaten viel rascher, andere viel langsamer 
veränderlich sind. 
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Wir wollen für diese allmählich mit der Zeit eintreten- 
den Änderungen der zyklischen Bewegungen noch immer 
deu Namen Variationen beibehalten und auch dıe Bewegungs- 
gleichungen für die Änderungen der Pas welche dadurch 
eintreten, daß die W, nicht genau die durch die Gleichungen 
252) und 254) gegebenen Werte haben, erst in 353 auf- 
schreiben. 


8 50. Der integrierende Faktor des Differentials der 
zyklisch zugeführten Energie. 


Die Arbeit, welche während der Variation der zyk- 
lischen Bewegungen in der Zeit dt von der Kraft P, geleistet 
wird, ist nach Gleichung 249): 

255) dQ, = P,dp, = P,P, dt = p; dg. 

Die Summe dQ aller d Q, ist die gesamte von allen 
Kräften P, (den zyklischen oder Zusatzkräften) geleistete 
Arbeit, welche wir die dem Systeme zyklisch zugeführte 
Energie genannt haben und welche der zugeführten Wärme 
analog ist. 

Falls das System ein Monozykel ist und man die 
einzige zyklische Varıable ohne Index schreibt, so erhält man 


dQ=pdyq 
und wegen T=y'g, 
256) 2$- BR i. 


Es ist also s$ ein vollständiges Differential und lg 
die Entropie. 

Diese Formel findet Anwendung auf alle echten Mono- 
zykeln, innerhalb deren beliebige Massen eine zyklische Be- 
wegung machen, so daß sie alle innerhalb derselben Zeit i 
gleichzeitig zu ihrer Ausgangslage zurückkehren und dann 
von neuem dıeselbe Bewegung machen. Solche Monozykeln 
werden von Helmholtz als einfache echte Monozykelu be- 
zeichnet und man sieht leicht, daß sie einen Spezialfall der 
in & 48 behandelten periodischen Systeme bilden. 

Wenn ein Zykel verschiedene Massensysteme besitzt, 
deren jedes eine in dieser Weise in sich zurücklaufende 
Bewegung macht, und wenn die Perioden i, ù, i,, ... für die 
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verschiedenen Systeme verschieden sind, so heißt das System 
ein ungefesseltes, oder nur teilweise gefesseltes Polyzykel, 
sohald die Dauer dieser Perioden außer von den Werten 
der langsam veränderlichen Parameter auch noch von denen 
mehrerer unabhängiger zyklischer Geschwindigkeiten abhängt, 
dagegen ein vollständig gefesseltes Polyzykel, oder ein zu- 
sammengesetztes Monozykel, wenn sie außer von den Para- 
metern nur noch von dem Werte einer einzigen zyklischen 
Geschwindigkeit abhängt. Wenn im letzteu Falle die Zahl 


der Verhältnisse a, #,... eine endliche ist und die Werte 


2 
dieser Verhältnisse von denen der Parameter {der lang- 


sam veränderlichen Koordinaten, vollkommen unabhängig 
sind, so kann man sich diese Verhältnisse ohne wesent- 
liche Änderung der mechanischen Bedingungen als ratio- 
nale, wenn auch mit sehr großem gemeinsamen Nenner 
denken und daher einen längeren Zeitraum J finden, inner- 
halb dessen die Bewegung aller Massensysteme gleichzeitig 
eine periodisch wiederkehrende ist, so daß das gesamte 
mechanische Systeru ein einfaches echtes Monozykel von 
der Periode J darstellt und alles von einem solchen Be- 
wıesene darauf anwendbar ist. 

Dies wird aber zweifelhaft, wenn die Anzahl der Ver- 
hältnisse 3 ; >, ... eine unendlich große ist und gilt jeden- 
falls nicht mehr, wenn die Werte dieser Verhältnisse kon- 
tinuierliche Funktionen der Parameter sind, weil dann die 
zyklischen Koordinaten im Vereine mit den Parametern im 
allgemeinen nicht mehr ein System holonomer Koordinaten 
bilden.) Alle entwickelten Formelu gelten aber nur für 
holonome Koordinaten; denn wie wir schon in § 4 auf S. 16 


1) Borchards Journal Bd. 98, 1. Heft 8. 87, 1885; Wien. Sitz.- 
Ber. Bd. 111, S. 1603 1902. Wenn z. B. die parallelen Drehungs- 
schsen zweier Körper sich nach entgegengesetzter Seite konisch ver- 
jüngen und ein Transmissionsriemen oder eine Friktionsscheibe so 
dazwischen kontinuierlich verschiebbar ist, daß sie bald einen diekeren 
Teil der ersten Ächse mit einem dünneren der zweiten, bald wıeder 
umgekehrt verbindet und man den Weg s eines nicht in der Drehungs- 
schse liegenden Punktes des ersten Körpers als zyklische, die Ver- 
schiebung a des Riemens oder der Friktionsscheibe als langsam ver- 
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in der Anmerkung erwähnten, werden im ganzen Buche, mit 
Ausnahme der $$ 27 und 28, unter generalisierten Koordi- 
naten immer nur holonome generalisierte Koordinaten ver- 
standen. Wir wollen hieräuf nicht näher eingehen und nur 
noch den Beweis für einen sehr allgemeinen, von Helmholtz 
gefundenen Satz fuhren. 

Sei ein beliebiges, zusammengesetztes monozyklisches 
(also vollständig gefesseltes polizyklisches) System gegeben, 
dessen langsam veränderliche Koordinaten mit p,, dessen 
rasch veränderliche Koordinate mit p bezeichnet werden sollen. 
Es wird vorausgesetzt, daß bei passender Änderung der $, die 
Bewegung in genau ähnlicher Weise vor sich gehen kann, 
wobei nur sämtliche Geschwindigkeiten mit einer konstanten, 
für alle Geschwindigkeiten gleichen, aber ganz willkührlichen 
Zahl n multipliziert, also gewissermaßen die Zeitdauer aller 
Vorgänge auf den n-ten Teil reduziert erscheint; wenn dann 
nur ein einziger langsam veräuderlicher Parameter p, vor- 
handen ist, so ist die gesamte im Systeme enthaltene leben- 
dige Kraft immer integrierender Nenner des Differentials 
der von außen zugeführten Energie; sind dagegen mehrere 
pP. vorhanden, so gilt dies ebenfalls jedesmal dann, wenn 
jenes Differential überhaupt integrierende Faktoren besitzt. 

Sei zunächst nur ein langsam veränderlicher Parameter p, 
vorhanden, so werdeu zwei Gattungen von Zustandsande- 
rungen möglich sein. Erstens bei ungeänderten Bahnformen 
ändert sich bloß die Geschwindigkeit aller beweglichen Teile 
proportional. Zweitens ändern sich die Bahnformen Die 
Gestalt der Bahnen hängt daher nur von einer einzigen 
unabhängig veränderlichen Größe ab, während die andere 


änderliche Koordinate wählt, so gelangt ein nicht in der Rotations- 
achse liegender Punkt des zweiten Körpers im allgemeinen nicht an 
dieselbe Stelle, wenn zuerst s um eine endliche Größe « und dann a 
um eine ebenfalls endliche Größe « wächst, oder wenn zuerst « um 
a und dann erst s um o wächst. Wenn also auch durch a und dsfdt 
sämtliche Geschwindigkeiten, also falls wir ein echtes Zykel vor uns 
haben, der ganze erkennbare Zustand desselben gegeben ist, so sind 
doch nicht durch die Angabe der Werte von a und s die Positionen 
sämtlicher Punkte des Systems bestimmt, a und s sind also nicht 
™olonome verallgemeinerte Koordinaten. 
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unabhängig veränderliche Größe bloß die Geschwindigkeit 
bestimmt, mit welcher die Bahnen durchlaufen werden. 
Falls man daher die Grenzen immer so variiert, daß das 
letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet, muß man bei 
der Rückkehr zur alten Bahn auch zu den ursprünglichen 
Grenzen zurückgelangen, die beiden Glieder in Gleichung 238) 
rechts werden identisch und d Q/T wird ein vollständiges 
Differential. . 

Falls mehr als ein langsam veränderlicher Parameter p, 
existiert, ist T im allgemeinen nicht mehr integrierender 
Nenner von dQ, da. man bei Wiederkehr zu genau demselben 
Zustande des Systems im allgemeinen nicht mehr zu den- 
selben Integrationsgrenzen zurückkommen wird, sobald die 
Grenzen immer so geändert werden, daß das letzte Glied in 
Gleichung 223) verschwindet; doch läßt sich auch in diesem 
Falle beweisen, daß T integrierender Nenner sein muß, falls 
überhaupt integrierende Faktoren von dQ existieren. Sei 
. allgemein dQ = MdN und mar wähle F und die p, als die 
independenten Variabeln. 

Nach dem eben Bewiesenen muß, sobald alle p, bis auf 
eines konstant sind, T integrierender Nenner von dQ sein; 
ist also g irgend einer der Indizes a und do, das zum 
Faktor T u. age so folgi zunächst: 

257) u(r azy? A =. dp) -= r($paT+ Fedin) 

Diese Otane muĝ für alle nA A der 
dabei als konstant vorausgesetzten Variabeln p,, Py, -Pp ART 
Pg+ı.-- gelten. Wenn also M und N gegeben sind, so ist 
daraus ø, bis auf einen nur die letzterwähnten Variabeln 
enthaltenden Ausdruck bestimrat. Dasselbe gilt auch für 
jeden beliebigen anderen der Indizes a, z. B. h; man hat 
also ebenso 


258) “(37 arzt N Zap) = r($RaT+ Ban) 
wobei natürlich die Identität von a, und g, noch nicht er- 
wiesen ist. Aus dieser und der Gleichung (257) folgt un- 
mittelbar: 
u. aT TaT. 

Boltzmann, Mechanik IL 13 
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Es können sich also c, und ø, nur um Größen unter- 
scheiden, welche kein T. sondern nur die p, enthalten. 
Wir wollen setzen: e = o + I, , 06, =06 + H, wobei die 
JI nicht mehr Funktionen von T sind; dann folgt aus der 
Gleichung 257) 


aN môs 
260) Mar Tor 

a k 36,02 
N g 

CENENE, i (52 =) 

281) u Es Tp. 


fur jeden Wert von g; hieraus ergibt sich weiter 
262) dQ = -MiN=T(do +55 A 


die Summe ist über alle möglichen Werte des Index g zu 
erstrecken. Da laut Übereinkunft d Q einen integrierenden 
Faktor hat, so muß es jedenfalls auch einen besitzen, wenn 
man alle p, bis auf zwei derselben, etwa » und p, konstant 
setzt. Dividiert man dann noch das Differential d Q durch 
T, so ergibt sich: 


263) tr (er an (+ aa 


Nach dem Gesagten muß auch dieser Differentialaus- 
druck einen integrierenden Faktor haben. Schreibt man dıe 
bekannte Bedingung dafür hin, so sieht man, daß aus der- 
selben folgt: entweder 


do 

ar 
oder 

2 2 
264) en „IR 


für alle Wertepaare von g und A. Die erste Gleichung 
kann nie erfüllt sein, da sonst bei Konstanthaltung der p, 
zur Erhöhung der lebendigen Kraft gar keine Energiezufuhr 
notwendig wäre. Es müssen ey“ die Gleichungen 264) 


gelten, aus welchen folgt, daß BE rd p, das komplette Dif- 


ferential einer Funktion JI der Kd ast, weshalb dann 
dQ = Td(o + IT) wird. 
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851. Adiabatische und isozyklische Bewegung. 


Wenn für ein beliebiges Zykel alle P, = 0 sind, dagegen 
die ®, von den durch die Gleichungen 252) und 254, 
gegebenen Werten verschieden sind, so daß die Para- 
meter p, sich langsam verändern, so nennt man die 
Bewegung eine adiabatische. Dann folgt aus den Glei- 
chungen 249), daß die Momente g, bezüglich der zyklischen 
Koordinaten alle konstant sein müssen. Die zyklischen Ge- 
schwindigkeiten p, aber werden sich dann infolge der lang- 
samen Änderung der Parameter allmählich ebenfalls lang- 
sam ändern. Wenn dagegen die P, während der langsamen 
Änderung der Parameter stets solche Werte haben, daß die 
p, exakt unverändert bleiben, so nennt man die Bewegung 
eine isozyklische. 

Ein Beispiel für die adiabatische Bewegung bilder ein 
um seine Achse rotierender Rotationskörper, oder das im 
& 44 als Beispiel 3 beschriebene Zentrifugalmodell, wenn 
niemals ein um die Rotationsachse drehendes Moment wirkt. 
Dagegen macht das Zentrifugalmodell eine isozyklische Be- 
wegung, wenn durch passende, an der Kurbel wirkende 
Kräfte P, seine Umdrehungsgeschwindigkeit stets konstant 
erhalten wird, obwohl sich die verschiebbare Masse m der 
Drehungsachse bald langsaın nähert, bald langsam davon 
entfernt. 

Physikalische Analogien für die adıabatische Bewegung 
sind warme Körper, bei deren Zustandsänderung Wärme 
weder zugeführt noch entzogen wird (daher der Name 
adiabatisch auch für die analogen Bewegungen mechanischer 
Zykeln), elektrische Stromkreise, in denen unveränderliche 
elektromotorische Kräfte tätig sind, bewegte, mit konstanten 
Elektrizitätsmengen statisch geladene Leiter etc. Die ent- 
sprechenden physikalischen Vorgänge werden isozyklischen 
Bewegungen analog, wenn die Temperatur der warmen 
Körper, die Stromintensität der elektrischen Ströme, das 
Potential der elektrostatisch geladenen Leiter konstant er- 
halten wird. Bei einem rotierenden Körper tritt isozyk- 
lische Bewegung ein. wenn er in Riemen- oder Zahnrad- 

18* 
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verbindung steht (gekoppelt ist) mit einem rotierenden 
Schwungrade von unendlicher Masse oder einem zu Rotation 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit: gezwungenen Körper; 
physikalische Analogien bietet ein warmer Körper, der mit 
einem unendlichen Wärmereservoir gut leitend verbunden 
ist, eın elektrischer Leiter, dessen Enden auf konstantem 
Potentialunterschied erhalten werden (mit den Polklemmen 
des Elektrizitätswerkes verbunden sind), in der Elektrostatik 
ein zur Erde abgeleiteter Körper, was Helmholtz auch als 
Koppelung mit der Erde, dem Würmereservoir usw. bezeichnet. 

In Gleichung 254) sind die partiellen Differential- 
quotienten so zu verstehen, daß die p', konstant zu halteu 
sind, also die Zustandsänderungen isozyklisch zu geschehen 
haben. Wir wollen, wie es schon in $ 9 geschah, partielle 
Ditterentialquotienten, bei deren Bildung die p’, als konstant 
zu betrachten sind, mit dem Index p’, solche dagegen, bei 
deren Bildung die g, als konstant zu betrachten sind, mit 
dem Index g bezeichnen. 

Man kann daher sagen: H ist die Kraftfunktion der 
nach den Parametern p, wirkenden Kräfte ®, für isozyk- 
lische Zustandsänderung, ihr entspricht in der Thermo- 
dynamik das isotherme thermodynamische Potential; bei 
jeder isozyklischen Bewegung ist 


ôH 
— Drp iP = dH=dF-dT 


die von den auf das Cykel wirkenden Kräften ®, bei Ände- 
rung der p, dem Zykel zugeführte (d. h. die in Form von 
äußerer Arbeitsleistung zugeführte) Energie. Da der ganze 
Energiezuwachs dE =d F + dT ist. so folgt dQ= 24T, die 
ıyklisch zugeführte Energie ist daher gleich dem doppelten 
Zuwachs der kinetischen Energie. 

Nach Gleichung 63) ist 


&T __%T daher E = rE, 


ôpa dm Pa Opa 
Man kann also die erste der Gleichungen 254) auch so 
schreiben: 


265) P, = ea 
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Die äußeren Kräfte ®, können daher auch als die 
adiabatischen partiellen Differentialquotienten von E nach den 
Koordinaten p, und — E als die adiabatische Kraftfunktion 
bezeichnet werden. Die gesamte, durch äußere Arbeıts- 
leistung dem Systeme zugeführte Energie ist also bei adia- 
batischer Bewegung gleich d Æ, also gleich dem gesamten 
Energiezuwachs, was selhstverständlich ist, da sie in diesem 
Falle die einzige Energiezufuhr ist. 

Durch Anwendung des gefundenen Theorems, daß so- 
wohl bei adiabatischer als auch bei isozyklischer Zustands- 
änderung die äußeren Kräfte eine Kraftfunktion haben, auf 
die Wärmetheorie erhalten wir folgenden Satz: Wenn ein 
warmer fester Körper durch beliebige äußere Krätie adia- 
batisch oder isotherm beliebig deformiert wird, so ist die 
Deformationsarbeit immer əm vollständiges Differential, als 
ob die äußeren Kräfte solchen, die von rahenden Massenteilchen 
herrühren, das Gleichgewicht hielten, wenn auch die Massen- 
teilchen des Körpers in lebhaftester Wärmebewegung be- 
griffen sind. 

$ 52. Hertz’ reziproke Beziehungen. 

1. Es möge sich der Zustand eines Zykels langsam 
adiabatisch einmal so verändern. daß nur der Parameter p, 
und dp, wachst, das audere Mal so, daß nur der Parameter 
Pu um dp, wächst. Im ersten Falle möge dıe nach py 
wirkende äußere Kraft P, um d®,., im zweiten Falle die 
nach p, wirkende äußere Kraft P, um dP, wachsen, dann 
ist immer 


da _ dRe 
d Pa dpa” 


dasselbe gilt auch, wenn alle Bewegungen isozyklisch er- 
folgen, wir können diese beiden Relationen ausführlicher 
so schreiben: 
Ba _ du Ba pr Par _ Op Pa 

der Beweis folgt unmittelbar aus den Gleichungen 254) und 
265), d. b. aus dem Umstande, daß die äußeren Kräfte s0- 
wohl für die adiabatische als auch für die isozyklische Zu- 
standsänderung eine Kraftfunktion haben. 
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2. Wegen 
3E aT ôF _ 517 
ee er ok 
(letzteres nach 60)), findet man 
Pa _ _ up 
266) EPR I, 


Wenn daher ein bei Konstanz aller übrigen q und aller 
Parameter erfolgender Zuwachs eines zyklischen Momentes 
q, um dg, einen Zuwachs der nach einem Parameter p, 
wirkenden Kraft R, um dP, bewirkt, so bewirkt ein adia- 
batischer und bei Konstanz der übrigen Parameter erfolgende 
Zuwachs von p, um dp, einen entgegengesetzt wie d®, 
bezeichneten Zuwachs (eine Abnahme) der zyklischen Ge- 
schwindigkeit p’, um dp’, und zwar ist das Verhältnis der 
als Ursachen angenommenen Zuwächse dq, und dp, zu den 
als Wirkungen betrachteten Änderungen (dR, und dp‘,) 
gleich (wie Hertz sagt, das Verhältnis zwischen Ursachen 
und Wirkung ist in beiden Fällen gleich, Es ist unter 
diesen speziellen Umständen 

a daR, dp, 
267) E, =- Ze. 

Da für ein Monozykel dp; und dg, gleich bezeichnet 
sein muß, so gılt für ein solches auch folgender Satz: Wenn 
eine Vermehrung der zyklischen Geschwindigkeit 2° bei 
Konstanz der Parameter die Kraft nach irgend einem Para- 
meter p, erhöht. so muß ein adiabatischer Zuwachs dieses 
Parameters bei Konstanz der anderen die zyklische Ge- 
schwindigkeit 2° vermindern. 

3 Es möge die Kraft P, den in Gleichung 267) vor- 
kommenden Zuwachs dg, in der Zeit di erzeugen, so ist 


dg, = P,dt, andererseits ist P, = 23, die Geschwindigkeit, 
mit welcher dann die Kraft P, unter den Umständen wächst, 
unter denen die Gleichung 267) gilt. Die linke Seite der 
Gleichung 267) ist daher gleich P,/P, und wenn man für die 
rechte Seite wieder deutlichkeitshalber zur Schreibweise der 
Gleichung 266) zurückkehrt, so folgt aus 267) 
$ Mina A Po 
268) BT Ip’ 
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in Worten: Wenn alle Parameter konstant und alle nach 
den zyklischen Koordinaten wirkenden Kräfte bis auf eine 
(P) gleich Null sind, so soll während der Zeit dż die nach 
dem Parameter p, wirkende Kraft P, um P’, dt wachsen, 
dann bewirkt eine adiabatische Zunahme von p, unter Kon- 
stanz der übrigen Parameter eine Abnahme von p', und es 
ist wieder das Verhältnis von Ursache und Wirkung in 
beiden Fällen gleich, wenn wir die Kraft P, als Ursache, 
die Änderungsgeschwindigkeit P, der Kraft P, als ihre 
Wirkung, und andererseits den Koordinatenzuwachs dp, als 
Ursache und die Abnahme — dp’, der zyklischen Ge- 
schwindigkeit p’, als deren Wirkung betrachten. 


4. Wegen 
BE; du ö„7 
metia AA 
hat man 
IO 0%. f} 
269) Sn = Ze } 


d.h. wenn bei Konstanz der übrigen zyklischen Geschwindig- 
keiten und der Parameter ein Zuwachs einer zyklıschen 
Geschwindigkeit p', einen Zuwachs der nach einem Para- 
meter p, wirkenden äußeren Kraft P, bewirkt, so bewirkt 
auch ein isozyklischer Zuwachs von p, bei Konstanz der 
übrigen Parameter einen Zuwachs des zu p’, gehörigen 
zyklischen Moınentes g, und zwar ist, wie Hertz abgekürzt 
sagt, wieder für unendlich kleine Zuwächse das Verhältnis 
von Ursache und Wirkung in beiden Füllen gleich. Auch 
hat für Monozykeln wieder der Zuwachs der zyklischen 
Geschwindigkeit dasselbe Vorzeichen, wie der des zyklischen 
Momentes. 

5. Genau so, wie aus Gleichung 266) die Gleichung 268) 
gewonnen wurde, so können wir auch aus Gleichung 269) eine 
neue bilden. Bei Bildung des partiellen Differentialguotienten 
der rechten Seite der letzteren Gleichung ist angenommen, 
daß die ®, und P, solche Werte haben, daß alle y’, und 
alle Parameter mit Ausnahme eines einzigen p, konstant 
bleiben. Die dabei nach der zyklischen Koordinate p, 
wirkende Kraft soll P,, die Zuwächse von p, und g, während 
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der Zeit dt aber sollen dp, und dg, heißen. Dann ist der 
ö 
å 


daher 
Op 95 na Pe 
Ô Pa P'a 


und man kann die Gleichung 269) in der Form schreiben 


3 Be _ Po 

In Worten ausgedrückt: Wenn bei Konstanz der übrigen 
zyklischen Geschwindigkeiten und der Parameter ein An- 
wachsen einer zyklischen Geschwindigkeit p', einen Zuwachs, 
der nach einem Parameter p, wirkenden Kraft ®, bewirkt, 
so muß behufs isozyklischen Wachsens von p, bei Konstanz 
der übrigen Parameter in der Richtung der ayklischen Ko- 
ordinate p, eine positive Kraft P, wirken und zwar ist 
wieder das Verhältnis zwischen Ursache und Wirkung in 
beiden Fällen gleich, wenn man den Zuwachs von p’, als 
Ursache, den Zuwachs von ®, als deren Wirkung, anderer- 
seits die Geschwindigkeit p, mit welcher sich p, isozyklisch 
ändert, als Ursache der Notwendigkeit der Kraft P, und 
letztere als deren Wirkung bezeichnet. 

Beim Beweise und der mathematischen Formulierung 
dieses Satzes ist in Hertz’ Prinzipien der Mechanik Nr. 577) 
S. 245 überall-das Zeichen ð zu viel. 


853. Helmholtz’ Sätze über gemischte Zykeln. 


Helmholtz hat einige Betrachtungen von noch etwas 
größerer Allgemeinheit angestellt. Es sei wieder ein System 
von n Punkten gegeben, welches mit n’ ein für allemal und für 
immer fixen Punkten in Wechselwirkung stehen kann, welch 
letztere Punkte man auch, wenn man will. zu den n Punkten 
zählen kann. Die Kraftfunktion aller zwischen diesen 
Punkten wirksamen Kräfte sei F, die kinetische Energie 
der nPunkte sei T. Wir setzen diesmal wieder, wie in 
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§8§ 45—52, aber abweichend von unserer sonstigen Be- 
zeichnungsweise 

TH F=E, 

T-F=H. 


so daß E die gesamte Energie der n + n’ Punkte ist. Unter 
den Koordinaten, welche die Position der nPunkte be- 
stimmen, können zyklische sein, die wir wieder mit p, be- 
zeichnen wollen, d. h. ihre nicht nach der Zeit differentierten 
Werthe sollen weder in T noch in F vorkommen. Bloß die 
pP‘, sollen in T vorkommen. Die Gesamtanzahl dieser zyklischen 
Koordinaten sei s. Die Gesamtkraft, —OF/öp,, welche 
die n + n Punkte nach irgend einer zyklischen Koordinate 
ausüben, muß also gleich Null sein. Die übrigen Koordi- 
naten brauchen nicht gerade langsam veränderliche zu sein, 
sind also ganz beliebige Koordinaten. Wir nennen sie daher 
gewöhnliche Koordinaten und bezeichnen sie wieder mit p, 
Ihre Gesamtzahl sei s Zwischen den p sollen keine Be- 
dingungsgleichungen mehr bestehen. Ein solches System, 
welches zwar zyklische Koordinaten enthält, dessen übrige 
Koordinaten aber nicht oder wenigstens nicht alle als langsam 
veränderlich betrachtet werden, wollen wir ein gemischtes 
Zykel nennen und im Gegensatze dazu ein solches. welches 
nur zyklische und langsam veränderliche Koordinaten ent- 
hält, ein reines Zykel. 

Am leichtesten wird das Verständnis der nun zu ent- 
wickelnden Gleichungen, wenn man sich die Beschaffenheit 
des Systems der n +’ Punkte und die Kraftfunktion F, 
sowie auch die Bewegung der Punkte, also deren sämtliche 
Koordinaten als Funktionen der Zeit, gegeben denkt und 
sich fragt, welche Kräfte P, und ®, nach den zyklischen Ko- 
ordinaten wirken resp. zu den vermöge der Kraftfunktion F 
nach den gewöhnlichen Koordinaten wirkenden Kräften noch 
hinzukommen müssen, um die gegebene zeitliche Verände- 
rung der Koordinaten zu erzeugen. Es müssen dann für 
die zyklischen Koordinaten die Gleichungen 254) also 


döH 
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und für die gewöhnlichen Koordinaten die gewöhnlichen 
Lagrangeschen Gleichungen 
a _döH__5H 
#13) Pa u dið pn Öpr 
gelten. Für jeden Index b und A sei 


Die gesuchten Kräfte P, und ®, sollen wieder von be- 
liebigen äußeren (den ») materiellen Punkten ausgehen, 
um die wir uns übrigens weiter gar nicht kümmern 
wollen. Sie können, wenn die Werte der p als Funktionen 
der Zeit gegeben sind, aus den Gleichungen 271) und 272) 
ebenfalls als Funktionen der Zeit gefunden werden, d. h. es 
kann die Frage beantwortet werden, welche äußere Kräfte 
P, und $, in jedem Momente zu den durch die Kraft- 
funktion F bedingten noch hinzukommen müssen, um die 
gegebene Bewegung zu erzeugen. 

Natürlich ıst die Gültigkeit der Gleichungen 271) und 
272) ganz davon unabhängig, welche Größen man darin als 
gegeben betrachtet und nach welchen man frägt. Diese 
Gleichungen sind auch richtig, wenn die P, und ®, als 
Funktionen der Zeit, ja selbst, wenn sie als Funktionen 
der Koordinaten, Geschwindigkeiten oder sonst beliebiger 
Größen gegeben wären und wenn die Aufgabe gestellt wäre, 
die Bewegung (d. h. die p” bei gegebenen Anfangswerten 
der p und p’) zu bestimmen. Nur würden im letzten Falle 
auch die linken Seiten der Gleichungen 271) und 272) die 
zu suchenden Unbekannten enthalten. Ja es ist eigentlich 
vollkommen willkürlich, welche Kräfte man zur Kraftfunktion 
F als innere, welche zu den ®, als äußere rechnet, ob man 
die Körper, von denen gewisse Kräfte ausgehen, noch zum 
System rechnet oder als außenliegend ansieht, wenn man 
sich dann nur konsequent bleibt; so rechnet z.B. Helm- 
holtz in der Elektrodynamik den galvanischen Leitungs- 
widerstand bloß deshalb zu den ®, weil er zu irreversibeln 
Vorgängen Anlaß gibt. Wir wollen aber behufs größerer 
Auschaulichkeit immer fingieren, daB F und die Bewegung 
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des Systems gegeben wäre und nach den zu ihrer Her- 
haltung notwendigen P, und P, gefragt werde. 

Gleichungen von der Form der Gleichung 272) müssen 
auch an die Stelle der Gleichungen 252) und 254) treten, 
wenn man die in $$ 49—51 behandelte Theorie der Zykeln 
ohne jede Vernachlässigung entwickeln will oder überhaupt, 
wenn man die Frage lösen will, wie sich die langsam ver- 
änderlichen Parameter unter dem Einflusse gegebener ®, 
mit der Zeit verändern. Denn wenn man diese Frage be- 
antworten will, so darf man offenbar nicht p’ und p? ver- 
nachlässigen. In der Gleichung 271) und 272) aber findet 
sich keine Vernachlässigung mehr; denn die Bedingung, daß 
die zyklischen Koordinaten undifferenziert weder in T noch 
in F vorkommen, ist nicht bloß annäherungsweise, sondern 
vollkommen exakt realisiert. 

Die Gleichung 272) hat die zu Anfang des § 34 an- 
gedeutete Form, welche man erhält, wenn man in der 
allgemeinen Lagrangeschen Gleichung 50) die z=0 
setzt und dem V die Form 220) erteilt. 

Es sollen zunächst sämtliche P, = 0 sein, so daß die 
zyklischen Bewegungen adiabatisch verlaufen. 

Dann sind nach 271) die Größen 
274) 3 =q 
zu allen Zeiten konstant. Sind die Werte dieser Konstanten 
gegeben, so können mittels dər ş Gleichungen 274) die 
a Größen p’, aus T und daher auch aus H eliminiert werden. 
Da aber die Gleichungen 274) Glieder mit den ersten 
Potenzen der p’ und solche die von den p’ frei sind, ent- 
halten, so wird nach dieser Elimination T eine Funktion 
zweiten Grades der übrigen p’ (der p',) sein, welche nicht 
mehr homogen ist, sondern auch Glieder, die linear bezüg- 
lich der p‘, sind und ein von diesen ganz freies Glied ent- 
hält. Dann enthält also auch die Größe $, welche durch 
Elimination der p', aus H mittels der Gleichungen 274) 
entsteht, Glieder, die bezüglich der p', linear sind. 

Ein Beispiel hierfür wäre ein System, welches einen 
um eine Hauptträgheitsachse reibungslos und widerstands- 
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los rotierenden Körper enthält, wie das Pendel, das wir 
in $ 22 behandelten. Der Winkel, dessen Diferen- 
tialquotient nach der Zeit die Winkelgeschwindigkeit des 
rotierenden Körpers bestimmt, wäre das betreffende p, 
und es müßte angenommen werden, daß die Kräfte immer 
nar auf die beiden Spitzen der Achsen wirken, so daß 
niemals ein Drehmoment existiert, welches die Drehung be- 
schleunigt oder verzögert. Der gleichen Bedingung unter- 
worfene rotierende Körper denkt sich Maxwell zur Erklärung 
des Magnetismus innerhalb der Volumenelemente des 
Äthers vorhanden und erklärt dadurch, daß die elektro- 
magnetische Energie des Äthers Glieder enthält, die bezüg- 
lich der Stromstärken linear sind, wogegen die rein elektro- 
dynamische Energie eine homogene quadratische Funktion 
der Stromstärken ist. Er nimmt nämlich an, das die Strom- 
stärken die Anderungsgeschwindigkeiten zyklischer Koordi- 
naten sind. 

Da 9 dadurch aus H entstanden ist, daß man darin 
die p, vermöge der Gleichungen 274) als Funktionen der 
p, und p‘, ausgedrückt hat, so ist 


ö5 ôH ôH op, 
Op Op u ÖP» Op 
69 _aH, SioH an, 
ZI Oph ka OP OPa 
oder wegen der Gleichungen 274) 
b=o bæn 
ôH _ öğ t- opr ô H CE») op‘; 
Op Op pA ðm’ TA ATA 
Setzt man daher 
275) H=$-Yap,, 
j = 
so wird 
ôH ðH ðH _öH 


Hier sind in 4’ die p', durch die Gleichungen 274) elimi- 


niert zu denken, bei Bildung von 2B und 2H aber als 
ô Pa ô Pa 
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konstant zu betrachten. Die allgemeine Bewegungs- 
gleichung 272) nimmt also, wenn man die p, mittels der 
Gleichungen 274) durch p, und 7‘, ausgedrückt denkt, für 
jedes p, dieselbe Form 

£ d öH öFH 

276) Bm 9 Im 

an. Nur ist für H nun die Größe H’ zu setzen, in der die 
P’, durch die Gleichungen 274) als Funktionen von p, und 
P, ausgedrückt zu denken sind, so daß H’ im allgemeinen 
eine nicht homogene quadratische Funktion der p’, ist. 

Als Beispiel betrachten wir nochmals die schon in 
& 22 behandelte Aufgabe aus der Theorie der Rotation eines 
festen Körpers um emen fixen Punkt. Ein starrer Körper 
sei um einen festen Punkt drehbar. Sein Trägheitsellipsoid 
bezüglich dieses Punktes sei ein Rotationsellipsoid. 

Wir wählen dieselben Bezeichnungen wie dort und es 
falle wieder die OZ-Achse mit der Rotationsachse des Träg- 
heitsellipsoides zusammen. 

Dann erfüllt die Variable B die Bedingungen, die wir 
den jetzt mit p, bezeichneten Koordinaten beilegten. Ist 
also die nach B wirkende generalisierte Kraft ® zu allen 
Zeiten gleich Null, so ist nach 274' 


Bezeichnen wir den Wert dieser Konstanten mit — vJ, so 
folgt also aus der dritten der Gleichungen 121) 


ed —B =v 


übereinstimmend mit 124). Eliminiert man mittels dieser 
Gleichung B’ aus dem Ausdrucke 123) für 7, so folgt 


271) H=T= 424094 Zr. 


F ist in unseren gegenwärtigen Rechnungen die Kraft- 
funktion der inneren Krätte des Systems, also, da dieses 
ein einziger fester Körper ist, gleich Null Die Schwere oder 
allgemeiner die Kräfte X und GC werden als äußere Kräfte 
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angesehen und sind in den anderen Teil der Kraftfunktion 
Ss Pa (Gleichung 220) eingerechnet. H ist nämlich hier 
immer gleich T— F, nicht wie früher in diesem Buch 
gleich T— F. 

Der Ausdruck 277) ist die in Gleichung 275) mit 9 
bezeichnete Größe. Aus dieser Gleichung folgt 


278) H=9+vJB = u s Cy+rvJch, 


wobei die eine Konstante — Jv?/2 als überflüssig weg- 
gelassen wurde. Aus dieser Größe H’ müssen die nach A 
und C wirkenden generalisierten Kräfte A und © durch 
Gleichungen ableitbar sein, welche vollkommen die Form 
der Lagrangeschen haben. Es muß also 


u. (62) 
TE Vor? 04 
279) | ta (am) ir 
= -Se 


sein. Durch Substitution des Wertes 278) für H’ liefern 
diese Gleichungen tatsächlich in Übereinstimmung mit 125) 


Km ERCHI +rJo) 


280) | 
E=6(0" — cy A) +Jvy d. 


Die Gleichungen 279) haben vollkommen die Form der 
Lagrangeschen Gleichungen, aber H’ enthält jetzt auch 
Glieder, die bezüglich der Geschwindigkeiten linear sind. 
Die Bewegungen können nicht in genau umgekehrter Weise 
vor sich gehen. Ein Pendel, mit dem ein rotierender Kreisel 
verbunden ist, hat, wie wir schon in § 22 sahen, für 
Schwingungen, bei denen sein Schwerpunkt sich im Kreise 
bewegt, bei der einen und anderen Umlaufsrichtung eine 
andere Schwingungsdauer, solange sich der Kreisel im 
selben Sinne dreht. Ganz analog enthält das Potential 
elektrischer Ströme bei Gegenwart permanenter Magnete, 
oder das von dem die elektromagnetische Drehung der 
Polarisationsebene des Lichtes abhängt, Glieder, die bezüg- 
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lich der Stromstärken oder Geschwindigkeiten linear sind. 
Diese frappante Analogie ist natürlich kein Beweis, daß bei 
den letztgenannten physikalischen Erscheinungen wirklich 
verborgene Rotationsbewegungen eine Rolle spielen; aber 
sie würde durch diese Hypothese am ungezwungensten er- 
klärt und weist jedenfalls darauf hin, daß das vergleichende 
Studium beider Arten von Erscheinungen weitere Aufschlüsse 
verspricht, Der in dem eben behandeiten Beispiele betrach- 
tete feste Körper ist übrigens ein reines Monozykel, wenn 
die Kräfte U und € stets gerade solche Werte haben, daß 
A und C sich sehr langsam im Vergleiche zu B ändern. 
sonst ein gemischtes. 

Einen Fall, wo Z eine noch kompliziertere Funktion der 
Geschwindigkeiten sein kann, findet Helmholtz in folgen- 
der Weise. Es soli der Ausdruck für die lebendige Kraft 
aus zwei Summanden bestehen, von denen der eine nur ge- 
wisse Geschwindigkeiten p., der andere nur die übrigeu 
Geschwindigkeiten p’, enthalten soll, so daß also 


T| p, pa = 0 


ist. Da F die Geschwindigkeiten gar nicht enthält, so 
folgt auch 

ER ..B 

Ô p'O p'a 
Außerdem soll die äußere Kraft, die nach jeder der Ko- 
ordinaten p, wirkt, zu allen Zeiten gleich Null, also %,= 0 
sein. Hier und in allem folgenden ist von keinen zyklischen 
Bewegungen mehr die Rede. 

Es sind nun jedenfalls Bewegungen des Systems mög- 
lich, für welche alle p', verschwinden, daher alle p; zu allen 
Zeiten konstant bleiben. Da H kein bezüglich irgend eines 
p , lineares Glied enthält, so ist dann auch für jeden Index d 


ð H 
281) T 0 
und aus Gleichung 272) folgt für jeden Index 4 
282) 0. 


Opa 
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Aus diesen Gleichungen können, von singulären Fällen ab- 
gesehen, die Koordinaten p, als Funktionen von p, und p', ge- 
funden werden. Substituiert man die so gewonnenen Werte 
der p, in H, so erhält man eine Funktion der p, und p',, 
welche mit © bezeichnet werden soll. & braucht dann keine 
quadratische Funktion der p', zu sein, sondern kann diese 
Größen in ganz beliebiger Weise enthalten, jedoch wird es 
eine gerade Funktion der p’, sein. Dann ist 


öğ _ ôH ôH dm 
Ô pe Ô Pe - Opa dm 
ERS) ô RE ðH Op 


pe OP. dmi Opa DP. 
daher wegen 281) und 282) 


öğ _əH 85 öH 
283) an P 77 


und die Langrangeschen Gleichungen für die Koordi- 
naten p, erfahren keine Veränderung in der Form, wenn 
man darin Ý für H einsetzt. Wenn aus dem Ausdrucke 
für H vermöge gewisser Bedingungsgleiehungen gewisse Ge- 
schwındigkeiten eliminiert sind, so nennt Helmholtz das 
betreffende Problem ein unvollständiges, da es sich auf Be- 
rechnung der an diese Bedingungsgleichungen gebundenen 
Bewegungen beschränkt. 

Wenn man zu physikalischen Vorgängen mechanische 
Analogien sucht, so kann man von vornherein nicht wissen, 
welche Variabeln man mit Koordinaten, weiche mit Ge- 
schwindigkeiten in Parallele stehen soll. So kann man z. B. 
in der Elektrodynamik die dielektrischen Momente mit 
Koordinaten, die magnetischen mit Geschwindigkeiten und 
umgekehrt in Parallele stellen. Nun ist in der Physik in 
der Regel die Energie als Funktion der Variabeln experi- 
mentell gegeben. Ein vollständiges mechanisches Problem 
kann man daher als Analogie eines physikalischen Vorgangs 
nur dann benutzen, wenn der experimentell gegebene Aus- 
druck für die Energie von gewissen Variabeln eine homogene 
quadratische Funktion ist, welche dann mit Geschwindigkeiten 
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in Parallele gestellt werden müssen. Wählt man dagegen 
ein unvollständiges mechanisches Problem als Analogie, so 
kann es vollkommen zweifelhaft werden, welche physi- 
kalische Variabeln man mit Geschwindigkeiten und welche 
mit Koordinaten in Parallele setzen soll, da beide in be- 
liebiger Form im Ausdrucke für die Energie enthalten sein 
können. 


$ 54. Helmholtz’ Reziprozitätssätze. 


Diese Reziprozitätssätze beziehen sich nicht wie die 
Hertzschen auf Zykeln, sondern auf ganz beliebige mecha- 
nische Systeme. Jedesmal, wenn eine Gleichung von der 
Form 272) gilt, folgt daraus 


3H 
9 BE as +i 
284) int D Intet Dar” 


Sind nach der im vorigen Paragraphen beschriebenen 
Methode gewisse Koordinaten eliminiert, so bleibt diese 
Gleichung unverändert gültig, wenn man unter H diejenige 
Funktion versteht, für welche eben die Bewegungsgleicbungen 
die Lagrangesche Form annehmen, also die Größe H, wenn 
die Gleichungen 276 gelten, die Größe $, wenn die Glei- 
chungen 283) gelten. Wır wollen in folgendem für alle 
diese Größen denselben Buchstaben H gebrauchen, da die 
Gleichung 284) und diejenigen, welche wir nun daraus ent- 
wickeln wollen, für alle diese Fälle gleichmäßig gelten. 
1. Nach Gleichung 284) ist die äußere Kraft ®,, welche zu 
den durch die Kraftfunktion F bestimmten Kräften hinzu- 
kommen muß, um die gegebene zeitliche Veränderung der 
Koordinaten hervorzurufen, eine lineare Funktion der Be- 
schleunigungen px und man sieht sofort, daß 


LAL 3P __#H 
Ip, — opip 


ist. Wenn also bei Konstanz der Koordinaten, Geschwindig- 
keiten und übrigen Beschleunigungen ein Zuwachs einer 
Beschleunigung př einen Zuwachs einer mit anderem Index 
versehenen äußeren Kraft P, bewirkt, so bewirkt der gleiche 


Boltzmann, Mechanik II 14 


285) 
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Zuwachs der Beschleunigung ph, die derselben Koordinate 
wie die Kraft ®, entspricht, einen gleichen Zuwachs der 
der anderen Koordinate entsprechenden Kraft P, 

Beispiel. Aus der zweiten der Gleichungen 121) ist ersicht- 
bch, daß die Beschleunigung B” von Einfluß auf die Kraft A 


ist. Daher muß auch 4” von Einfluß auf B und p= = =, 


sein. Beide Werte ergeben sich aus 121) in jr Tat 
glach — eJ. 
2. Aus Gleichung 284) folgt weiter: 
aB ___8A H 
Ipa Ô Pr Ô pe EAR + DZ rR öpröpm? + 


PA, a 


oder wenn man die beiden letzten Summen so zusammen- 
zieht, wie man es auch tun müßte, um von Gleichung 284) 
zu Gleichung 272) zurückzugelangen: 

IB, aA 3. EDEN BR. N 
RT CT TRT GAIL 

Bildet man ebenso ð P,/ð p, so sieht man, daß in allen 
Fällen, wo 0 H/ p Op, (was nach 285) gleich ô B, /ð pk 
und auch gleich I®%,/Opx ist, konstant speziell, wo es 
gleich Null ist, die Gleichung besteht 


In allen diesen Fällen gilt also folgendes: Wenn eine 
größere Geschwindigkeit p', beı Gleichheit aller übrigen 
Geschwindigkeiten und der Werte aller Koordinaten und 
Beschleunigungen ein größeres P, bedingt, so bedingt eine 
größere Geschwindigkeit p', natürlich wieder bei Gleichheit 
der übrigen Geschwindigkeiten und der Koordinaten und 
Beschleuniguugen em im selben Maße kleineres $, 
Beispiel. Wenn ein fester, um einen festen Punkt 
drehbarer Körper sich so bewegt, daB C, A’ und B’ konstant 
sind und 2’ groß gegenüber 4’ ist, so macht er eine ein- 
fache Präzessionsbewegung. Die nach der Koordinate C 
wirkende generalisierte Kraft & (das Moment der äußeren 
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Kräfte um die Achse OR) muß dann von Null verschieden 
sein und zwar muß es für positive A’ und B’ negativ sein 
und sein Absolutwert mit wachsendem A’ wachsen, sodaß 
G@/öA negativ ist. Wenn also GC durch die Schwere 
erzeugt wird und OZ der Richtung derselben entgegen- 
gesetzt ist, so muß der Schwerpunkt auf der negativen 
Of-Achse liegen. Ferner ist nach 121) 

au êe 

"37 
Daher muß 5 positiv und dem Zahlenwerte nach gleich 
C/A sen Damit also ohne anderweitige Änderung 
der Verhältnisse C’ von Null zu einem kleinen positiven 
Werte ansteige und diesen dann kurze Zeit konstant behalte, 
d. h. damit die positive OL-Achse sinke, der Schwerpunkt 
also der Richtung der Schwere entgegen steige, ist ein 
Moment X erforderlich, das in der Richtung der wachsenden A 
wirkt, also die Präzession zu beschleunigen sucht, was mit 
der Erfahrung stimmt. Natürlich ist dieser Beweis hier 
nur anwendbar, solange sich durch das Wachsen von C die 
übrigen Verhältnisse noch nicht geändert haben. Aus den 
Gleichungen 121; ergibt sich natürlich unmittelbar 
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Bezüglich des Nachweises, daß sich dieser Satz auch 
auf allen jenen Gebieten der Wärme- und Elektrizitätsiehre 
und Chemie bewährt, wo Gleichungen gelten. die mit den 
für verborgene Bewegungen geltenden mechanischen Glei- 
chungen analog sind, muß hier auf die zitierte Original- 
abhandlung Helmholtz’ verwiesen werden. Es sei hier 

14* 
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nur noch darauf hingewiesen. daß sich die Beziehung 
zwischen dem Prinzipe der kleinsten Wirkung und dem zweiten 
Hauptsatze auch insofern bewährt, als die meisten Relationen 
die man so erhält, sonst mittelst des zweiten Hauptsatzes 
bewiesen werden. (Beziehung zwischen Kompressionskoeffhi- 
zient oder Elastizitätsmodul und Temperaturänderung bei 
Kompression oder Dehnung, Volumänderung beim Schmelzen 
und Schmelzpunktsänderung durch Druck, thermoelektro- 
motorische Kraft und Peltierphänomen, Wärmeentwicklung 
in galvanischen Elementen und Abhängigkeit ihrer elektro- 
motorischen Kraft von der Temperatur etc. etc. Ebenso 
muß ich bezüglich einer Reihe anderer Lehrsätze und Rezi- 
prozitäten sowie bezüglich der weiteren Anwendungen in 
der Wärmelehre und aller Anwendungen in der Elektro- 
dynamik auf die Originalabhandlung verweisen, da sich die- 
selben zu weit vom Boden der reinen Mechanik entfernen. 


V. Die Hamilton-Jacobischen partiellen 
Differentialgleichungen. 


& 55. Das Prinzip der variierenden Wirkung. 


Wir kehren nun wieder zu dem ganz allgemeinen im 
$ 30 betrachteten Falle zurück, haben aber die Absicht, die 
Art und Weise der Variation einer Reihe von neuen be- 
schränkenden Bedingungen zu unterwerfen. Es soll ein 
holonomes System von n materiellen Punkten durch be- 
liebige generalisierte Koordinaten p,, 2, - - .?, bestimmt 
sein. Die lebendige Kraft T soll eine gegebene, die Zeit 
nicht enthaliende Funktion der Koordinaten und generali- 
sierten (eschwindigkeiten (resp. der Koordinaten und 
Momente) sein; es soll eine Kraftiunktion V existieren, 
welche ebenfalls eine gegebene Funktion der Koordinaten 
sein soll und welche letztere die Zeit auch explizit ent- 
halten kann. Die Zahl s der generalisierten Koordinaten 
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soll jedoch genau gleich der der Freiheitsgrade des Systems 
sein, so daß zwischen den generalisierten Koordinaten keine 
Bedingungsgleichungen mehr bestehen. Es ist dies er- 
forderlich, damit später die pẹ und p} unabhängig von- 
einander variiert werden können. 

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen 50) und 51) 
lauten dann wie folgt: 


d E e R 
286) iea en. 
wobei 
„IT _ 2ıe-N, 
In = op Ö Ph 


Durch diese Gleichungen und die Werte pg} und g}, welche 
sämtliche Koordinaten und Momente zu einer bestimmten 
Zeit {,, die wir jetzt immer den Zeitanfang nennen wollen, 
haben, ist eine bestimmte Bewegung eindeutig bestimmt, 
welche wir die unvariierte Bewegung nennen. Wir können 
für dieselbe die einer beliebigen Zeit ? zugehörigen Werte 
der Koordinaten und Momente aus den Bewegungsgleichungen 
als Funktionen von £, p und g}, berechnen. Wir können 
auch die Werte, welche zur Zeit # die Größen T und V 
und somit auch den Wert, welchen das Integral 
t 


287) W= [nat 


to 
hat, als Funktion der 2s Anfangswerte p} und g% und der 
Zeit ¿ berechnen. Es ist jetzt bequemer die obere Grenze 
nicht mit dem Index 1 zu versehen, sondern sie ebenso zu 
bezeichnen, wie die Variable ? unter den Integralzeichen, 
nach welcher integriert wird, da die letztere bald in unseren 
Formeln nicht mehr vorkommen wird und es dann lästig 
wäre, den Index 1 immer mitzuschleppen. 

Da wir die Bewegungsgleichungen als gegeben annehmen, 
so erhalten wir durch Integration derselben s Gleichungen, 
welche uns die s Werte der Koordinaten p, als Funktionen 
der 2s + 1 Werte von p}, qà und ? ausdrücken. Aus diesen 
s Gleichungen zwischen den 3s + 1 Größen på, p,, qù und 
t können wir die s Größen q}, ais Funktionen der 2s +1 
Werte von p$, p, und ? ausdrücken. Substituieren wir die 
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so erhaltenen Ausdrücke von q% in die Größe W, welche 
wir ja schon obeu als Funktion der 2s + 1 Größen pi, 9% 
und ? ausgedrückt haben, so erhalten wir für W einen Aus- 
druck, welcher nur die 2s + 1 Variabeln ph, p, und t ent- 
hält, so daß also W als Funktion dieser Variabeln dargestellt 
erscheint, was wir die Hamiltonsche Darstellungsweise 
nennen wollen. 

Wir wollen nun wie bisher immer nebst dieser, der 
unvariierten Bewegung, eine von ihr unendlich wenig ab- 
weichende variierte Bewegung betrachten. 

Über das Verhältnis der beiden Bewegungen machen 
wir jetzt die folgenden speziellen Voraussetzungen: 

Der Zeitanfang t, soll für die variierte Bewegung, 
genau derselbe sein, d. h. die Funktion F soll, wenn sie die 
Zeit explizit enthält, zu Anfang der variierten Bewegung 
dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu Anfang der 
unvariierten. Sie soll auch zu jeder Zeit ż der variierten 
Beweguug dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu 
derjenigen Zeit £ der unvariierten Bewegung, welche vom 
Zeitanfang der unvariierten Bewegung ebensoweit absteht, 
wie die erstere Zeit ? vom Zeitanfang der variierten Be- 
wegung. Wir wollen die solchen Zeiten entsprechenden 
Zustände wieder korrespondierende nennen und sagen, der 
eine sei der Zustand der umvariierten, der andere der der 
variierten Bewegung, welcher zur Zeit ¿ statttindet. 

Da wir vorläufig i, als absolut invariabel betrachten, 
so brauchten wır nirgends hervorzuheben, daß die betreffen- 
den Größen auch Funktionen von {, sind. 

Es sei hier noch die folgende Bemerkung beigetügt, die 
übrigens auch auf die in den vorigen Abschnitten be- 
handelten Variationsprobleme Anwendung findet. Würde V 
die Zeit nicht explizit enthalten. so wäre die absolute Lage 
des Zeitpunktes i, ın der Zeitreihe natürlich vollkommen 
gleichgültig. Diese absolute Lage 4,’ in der Zeitreihe könnte 
für die variierte eine andere als die (4) für die unvariierte 
sein; es käme bloß darauf an, daß die Zeitabstände 
korrespondierender Zustäude immer gleich wären, so daß, 
wenn irgend ein Zustand A der unvariierten Bewegung zur 
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Zeit t, und der korrespondierende Zustand B der variierten 
zur Zeit ?’ stattfände, t — t = i — t wäre. Es würde dann 
!' die der Zeit t korrespondierende Zeit heißen. Doch 
ist die Vorstellung einfacher und nicht wesentlich ver- 
schieden, daß 2’ und ż identische Zeiten sind; ebenso i,' 
und £,. Wir wollen uns daher immer dasselbe materielle 
System zur selben Zeit doppelt in zwei nahe gleichen Zu- 
ständen vorhanden denken, ohne daß das eine Exemplar des 
Systems das andere irgendwie beeinflußt. 

Es soll nun gegenwärtig speziell die Variation so aus- 
geführt werden, daß nicht nur die Form der Funktionen T 
und V samt allen darin vorkommenden konstanten Para- 
metern vollkommen unvariiert bleiben, sondern daß auch 
behufs Erzeugung der Variation der Bewegung nicht dıe 
mindesten Zusatzkräfte wirken, so daß die zu irgend einer 
Zeit der variierten Bewegung wirkenden Kräfte wieder genau 
gleich den partiellen Ableitungen derselben Funktion V nach 
den Koordinaten sein sollen und nur deshalb andere Werte 
haben können, weil die in diese partiellen Ableitungen zu 
substituierenden Werte der Koordinaten bei der variierten 
Bewegung etwas andere als im korrespondierenden Zu- 
stande der unvariierten Bewegung sind. 

Die Variation des Integrales W soll also in diesem 
Paragrapben und im folgenden bloß durch drei Umstände be- 
wirkt sein: 

1. Sollen die Anfangswerte der Koordinaten für die 
variierte Bewegung etwas andere als für die unvariierte 
sein. Für die erstere soll der Anfangswert der A-ten Ko- 
ordinate pè + öpi. für die letztere p sein 

2. Soll die obere Grenze des iiber die variierte Be- 
wegung erstreckten Integrales W nıcht die der oberen 
Grenze des über die unvariierte Bewegung erstreckteu Inte- 
grales entsprechende Zeit / sein, sondern sie soll um dt 
weiter vom Zeitanfange abstehen als bei der unvariierten 
Bewegung. 

3. Sollen die Anfangswerte der Momente für die 
variierte Bewegung ebenfalls etwas andere sem, als für die 
unvariierte. Der Anfangswert des A-ten Momentes sul] für 
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die variierte Bewegung g} + gi, für die unvariierte Be- 
wegung g sein. Doch wollen wir nicht die Größen 39% 
in unsere Formeln einführen, sondern die Variationen Sp, 
der Endwerte der generalisierten Koordinaten. Unter òp, 
verstehen wir die Größe, welche man zum Werte, den die 
h-te Koordinate bei der unvariierten, von den Anfangswerten 
pi und gf ausgehenden Bewegung zur Zeit t hat, hinzu 
addieren muß, um den Wert zu erhalten, den dieselbe 
Koordinate bei der variierten von den Anfangswerten 
pA+öp} und qf +ôq} ausgehenden Bewegung zur Zeit i+d: 
hat. Dagegen soll, wie schon bemerkt, die Beschaffenheit des 
materiellen Systems vollkommen’ unverändert bleiben, die 
Kraftfunktion soll dieselbe Funktion der Koordinaten und 
eventuell der Zeit bleiben und es sollen zu den durch 
sie bedingten Kräften keine neuen, noch auch irgendwelche 
andere äußere Einwirkungen hinzutreten. 

Wir bezeichnen nun mit ô W den Zuwachs, den W, 
also das Integral 287) dadurch erfährt, daß 

1. die obere Grenze der Integration ? + ôt statt t ist; 

2. die Anfangswerte der Koordinaten pg + òp} statt 
pi sind, und 

3. die Anfangswerte der Momente so gewählt sind, daß 
bei den neuen Anfangswerten der Koordinaten irgend eine, 
z. B. die h-te Koordinate zur Zeit t+ôż den Wert p, +öp, 
hat, während sie bei der unvariierten, von den alten An- 
fangswerten ausgehenden Bewegung zur Zeit ? den Wert p, 
hatte. 

Da die Gleichung 207) für jede beliebige Variation gilt, 
so muß sie auch für diesen speziellen Fall gelten. Welche 
Werte also auch immer òp, öp, und dt haben mögen, 
man hat jedesmal 


283) 3W=-(T}+ + ran Spa — g på). 


$ 56. Die beiden Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleichungen. 
Wir wollen nun unter den partiellen Differential- 
quotienten der Größe W, wenn wir nicht ausdrücklich sagen, 
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daß wir es anders meinen, immer diejenigen verstehen. 
welche man erhält, wenn man W in der Weise ausdrückt, 
welche wir die Hamiltonsche genannt haben, also als 
Funktion der pł, p, und der Zeit i, wobei wir die Ab- 
hängigkeit von i,, da dieses immer als konstant betrachtet 
wird, nicht weiter berücksichtigen. Es ist also 9W/Öt der 
durch den Zuwachs dt der Zeit dividierte Zuwachs ô, W 
des W, welcher entsteht, wenn die obere Grenze des Inte- 
grales 287) um öt wächst, aber die Koordinatenwerte für 
die untere und obere Grenze dieselben bleiben, also 
ôp, = pk = 0 ist. Dann erhält man aber aus der Glei- 
chung 288) 


289) ,#W=—-(T+ Not, 
daher ist: 
290) LLANE an Fü 


was man als die erste Hamiltonsche. partielle Differential- 
gleichung bezeichnet.) 

Ebenso ist 6. W/Öp, der durch den Zuwachs dp, des 
für die obere Grenze des Integrales 287) geltenden Wertes 
der A-ten Koordinate dividierte Zuwachs ð, W des W, 
welcher entsteht, wenn die beiden Grenzen des Integrales 287) 
sowie die Anfangswerte aller Koordinaten unverändert bleiben, 
die Anfangswerte der Momente aber sich so ändern, daß 
auch die für die obere Grenze des Integrales 287) geltenden 
Werte der Koordinaten alle bis auf p, konstant bleiben. 
Dadurch erhält man aber aus Formel 288) 


ô, W = 9, Ô Ph. 
Es ist also 
ôw 
291) Im = fa- 


Endlich findet man in gleicher Weise, indem man in 
Formel 288) alle Variationen gleich Null setzt, bis auf dpÌ 


292) -r = a 1 


1) Bei konstanten p? und gf wäre natürlich ð W/öt= T-F. 
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Es mag hier nur beiläufig bemerkt werden, daB wir 

gerade so, wie wir bisher t, unverändert ließen und nur die 
obere Grenze t des Integrales 287) änderten, auch umgekehrt 
die obere Grenze konstant halten und t, verändern können, 
dann haben wir in W, das ja Funktion von ti, und t ist, 
letzteres konstant zu lassen, so daB also bei konstantem ? 
die Größe W als Funktion von i, p, und pẹ auszudrücken 
ist. Dann folgt aus 207) 
293) aY aE 
was man die zweite Hamıltonsche partielle Differential- 
gleichung nennt. Die beiden Gleichungen ó W/öp, = 42, 
und öW/öp =— gi bleiben ungeändert, da daselbst i, 
und i konstant zu betrachten sind. In der Tat sind die 
28 +2 Größen t,, ? und die pf und p, alle independent von- 
einander veränderlich. é und i sind für jede Art der Be- 
wegung ganz willkürlich. Sind dafür bestimmte Werte ge- 
wählt, so bestimmen die pẹ und p, die Art der Bewegung, 
also die 2s Integrationskonstanten der Bewegungsgleichungen. 
Wenn nämlich die p, als Funktionen von ż und 2s Inte- 
grationskonstanten gegeben sind und man in die betreffen- 
den Gleichungen einmal t = t, dann i=1t, setzt, so erhält 
man 2s Gleichungen, aus denen jene 2s Integrationskon- 
stanten als Funktionen von ż, i, und den p, und pi be- 
stimmt werden können. 

Wir wollen uns übrigens hier um diese zweite 
Hamiltonsche partielle Difterentialgleichung nicht weiter 
kümmern, sondern zunächst bloß, um die Art der Bildung 
der hier vorkommenden partiellen Differentialquotienten zu 
illusiriereu, die Gesetze der Bewegung eines freien mate- 
riellen Punktes von der Masse m im Raume, auf den gar 
keine Kräfte wirken, also das Trägheitsgesetz als bekannt 
voraussetzen und daran die Richtigkeit der Hamiltonschen 
partiellen Differentialgleichung 290). sowie der Gleichung 
291) und 292) veritizieren. 

Es seien p,. p,, Pg die drei reebtwiukligen Koordinaten 
des Punktes, p',, P3, p'a die konstanten Komponenten seiner 
Geschwindigkeit in den drei Koordinatenrichtungen. Dann 
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ist, weil die Bewegung des Punktes geradlinig und gleich- 
törmig ist: 


294) { P =P= itp Pa =P: — h) + pi, 
Pa = Psl — h) + Pa 
ferner 
a Peye , 2 m _ 
2 | T= Fi Ep +P) lannt 
+ (Pz — PiP + (Ps —2)- 


V ist konstant. daher: 


t 
296) w= [TE p) pip) Vi) 
to 


Diese Größe muB erst als Funktion von it, p und p, 
ausgedrückt werden. Da: 


297) p, = AOP! eto. 


ist, so folgt: 
298) We, [im - Pimp Hp p] Vth). 


Nun hat man mach den sieben als indenpendent zu be- 
trachtenden Variabeln !, p und p° partiell zu differenzieren 
und erhält so 

ô W 1 
299) Tr ie Fg gF lP =p) Hp p Hp] F. 
Es ist also in der Tat die Gleichung 290) erfüllt. Ebenso 
ist gemäß der zweiten Hamiltonschen Differentialgleichung 


Ir =T+YV. Ferner wird 
fo 
$ â w m(p, — pi , 
300, - Fun np =h 


up 
und ebenso sind die übrigen der Gleichungen 291) und 292) 
erfüllt. 9, ist das Bewegungsmoment mp’, = OT/öp,, in 
welchem letzteren partiellen Differentialquotienten aber 
die p und p’ als independente Variabeln zu gelten haben. g$ 
ist wegen der Konstanz der Geschwindigkeitskomponenten 
gleich q. 
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857. Anwendung der ersten Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleichung. 


Wir haben in diesem Beispiele die Integrale der Be- 
wegungsgleichungen als bekannt vorausgesetzt. Wo die 
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung praktisch zur 
Anwendung kommt, liegt die Sache natürlich anders. Da 
ist bloß T als Funktion der p und p‘, oder p und g, F aber 
als Funktion der p und eventuell der Zeit t gegeben. Die 
Integrale der Bewegungsgleichungen sind unbekannt. Man 
hat also zunächst, wenn T als Funktion von p und p ge- 
geben ist, durch partielle Differentiation nach den p’ die 
Größen q zu bilden, dann diese statt der p’ in T einzuführen, 
so daß jetzt T als Funktion von p und g erscheint. Darin 
hat man statt g, zu substituieren OW/öy, und den so er- 
haltenen Wert von T in die erste Hamiltonsche partielle 
Differentialgleichung 290) zu substituieren. Die Form, 
welche diese dadurch annimmt, wollen wir symbolisch durch 

CARLA ð 
301) + 75 
bezeichnen. 

Dieselbe enthält in bekannter Weise die s + 1 in dieser 
Differentialgleichung als die independenten zu betrachtenden 
Variabeln p und ? und die partiellen Differentialguotienten 
der als Funktion dieser independenten zu suchenden Unbe- 
kannten W nach den independenten Variabeln und zwar 
den partiellen Differentialquotienten ô W/öt linear, von den 
übrigen partiellen Differentialquotienten ð W/öp, aber die 
Quadrate und Produkte je zweier. 

Alle diese Operationen kann man vornehmen, ohne die 
Integrale der Bewegungsgleichungen zu kennen. Um nun 
letztere zu finden, ist es durchaus nicht nötig, die allgemeine 
Lösung dieser partiellen Differentialgleichung aufzusuchen. 
Es genügt, wenn man sich in irgend einer Weise ein so- 
genanntes vollständiges Integral verschafft, d. h. eine Funk- 
tion der s+ 1 Varıabeln p, und i, welche der partiellen 


wW, „low 
4 v-,+2[5)=0 
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Differentialgleichung genügt und genau so viele willkürliche 
voneinander unabhängige Konstanten enthält als partielle 
Differentialquotienten erster Ordnung in der Differential- 
gleichung vorkommen. Es kommen deren in unserer Dif- 
ferentialgleichung s +1 vor. Da aber die Unbekannte W 
undifferenziert in der Gleichung nicht vorkommt, so kommt 
eine Konstante jedenfalls additiv zu W hinzu und spielt 
später, da wir immer nur die Differentialquotienten von W 
brauchen, gar keine Rolle. Es genügt also eine Lösung der 
Difterentialgleichung zu finden, welche s voneinander unab- 
hängige willkürliche Konstanten «,, &,, ..., «, enthält, von 
denen keine additiv zu W hinzutritt. 

Wenn wir die mechanische Aufgabe vollständig gelöst 
hätten, so könnten wir W als Funktion von i, p,, p8 aus- 
drücken. Dieser Wert des W (er heiße W°) wäre ein volli- 
ständiges Integral der Hamiltonschen partiellen Difteren- 
tialgleichung 294), da er derselben genügt und die s will- 
kürlichen voneinander unabhängigen Konstanten p? enthält, 
von denen keine additiv zu W hinzukommt. Denn für 
t= ist W=0. 

Wir setzen nun allerdings voraus, daß wir die mecha- 
nische Aufgabe noch nicht gelöst haben. Wir kennen daher 
auch dieses eine vollständige Integral der Gleichung 294) 
nicht. Aber wir nehmen an, daß wir irgendwie ein anderes 
vollständiges Integral gefunden hätten, also eine die partielle 
Differentialgleichung 294) erfüllende Funktion von i, den p, 
und noch s willkürlichen voneinander unabhängigen Kon- 
stanten «,, von denen keine additiv zu dieser Funktion 
hinzukommt. Die Kenntnis dieses beliebigen anderen voll- 
ständigen Integrals genügt dann, um durch bloß partielle 
Ditferentiation s Gleichungen zu finden, aus denen die s 
unbekannten Variabeln so als Funktionen der Zeit und 2s 
unabhängiger Integrationskonstanten ausgedrückt werden 
können, daß sie die Bewegungsgleichungen 286) der mecha- 
nischen Aufgabe erfüllen, wodurch also die mechanische 
Aufgabe vollständig gelöst ist. 

Wir wollen dieses andere noch um eine (e+ 1}-te 
Konstante œ, vermehrte vollständige Integral augenblicklich 
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mit W”, später aber wieder mit W ohne Index bezeichnen. 
Die durch das Integral 287) definierte Wirkung W’ für 
unser mechanisches Problem ist, als Funktion von ¿, p und 
p° ausgedrückt, ein vollständiges Integral der partiellen 
Differentialgleichung 801). W’ verwandelt sich, wenn man 
die p durch p°. q? und ¿ ausdrückt, in eme Funktion von 
p°, 4? und £ Nimmt man an, jedes andere vollständige 
Integral W” der partiellen Difierentialgleichung 301) stelle 
dieselbe Wirkung dar, d. h. dieseibe Funktion der Zeit nur 
unter Einführung anderer Konstanten statt der Anfangs- 
werte, so können die Integrationskonstanten des einen voll- 
ständigen Integrales nur Funktionen der Integrations- 
konstanten des anderen, also hier die p° nur Funktionen 
der & sein und es muß W’ sich identisch in W” ver- 
wandeln, weun man für die p° damın diese Funktionen sub- 
stituiert Diflerenziert man das so erhaltene W” partiell 
nach irgend einem «a, z. B. nach g, so folgt: 

aw” Saw‘ öp 


dar = a Dpt ðar 


302) 


o 
Nun können die = wieder nur die Integrationskonstanten 


enthalten. Ferner sind nach Gleichung 292) die Sr gleich 
den negativen °, also auch Integrationskonstanten.. Es ist 
also die ganze rechte Seite der Gleichung 302) eine bloße 
Funktion der Integrationskonstanten; setzt man sie gleich 
A}, so verwandelt sıch die Gleichung 302) ın 


ð wW” 
303) de, = By 


welche Relation s Gleichungen darstellt. aus denen dıe 
s Größen p, als Funktionen der Zeit und der 2s Integra- 
tionskonstanten œ und 8 gefunden werden können, womit 
dıe Integrale der Gleichungen 286), also des mechanischen 
Problems gefunden sınd. Berechnet man die p’ und setzt 
in den betrefienden Gleichungen und den Gleichungen 303) 
t= t, so kann man leicht die æ und f durch die p° und 
q? ausdrücken, 
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$ 58. Direkter Beweis der Richtigkeit der im vorigen 
Paragraphen gefundenen Resultate. 


Wir wollen ım folgenden, ohne uns auf eine Diskussion 
einzulassen, welcher Ergänzungen die Schlußweise am 
Ende des vorigeu Paragraphen bedürfte, bloß auf die ein- 
fachste Art beweisen, daß die in der beschriebenen Weise 
mittels der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 
für die p, gefundenen Funktionen der Zeit wirklich dıe ge- 
suchte Lösung der mechauischen Aufgabe sınd, und zwar 
wollen wir diesen Beweis nach dem Vorgange Jacobis 
liefern, indem wir durch nachträgliche Differentiation zeigen, 
daß die Funktionen der Zeit, welche wir nach unserer Methode 
für die p erhalten und welche auch die erforderliche Anzahl 
willkürlicher Konstanten entbalten, wirklich die Bewegungs- 
gleichungen 286) erfüllen. 

Wir müssen da bloß die partielle Differentialgleichung 294) 
als gegeben und ein vollständiges Integral W derselben mit 
s voneinander unabhängigen Konstanten ©, & - - - &, 
von denen keine additiv za W hinzutritt, als gefunden be- 
trachten. Wenn wir dann j 
ð wW 
dan 


304) 


= f Karl, va 


setzen, so erhalten wir s Gleichungen, welche die Größen p, 
als Funktionen von ? und den Konstanten «, und f, be- 
stimmen. 

Von diesen Funktionen haben wir nachzuweisen, daß sie, 
was immer für Werte die Konstanten @, und #, haben mögen, 
immer den Bewegungsgleichungen 286) genügen. Unter 
q, verstehen wir vorläufig nichts anderes als den partiellen 
Difterentialquotienten des W nach p,, wobei W als Funktion 
von t, der p, und der œ, anzusehen ist. Die Gleichungen 291) 
sind also jetzt nicht als durch Rechnung gefundene Rela- 
tionen, sondern vielmehr als die Definitionsgleichungen für 
die q anzusehen. 

Der Annahme gemäß genügt W für alle möglichen 
Werte der Konstanten =, der partiellen Differentialglei- 
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chung 301). Man kann daher diese Gleichung auch nach 
irgend einem « partiell differenzieren. Dabei wird die 
darin vorkommende Größe 9, =0W/öp, als Funktion von i, 
der p, und der «, zu betrachten sein. Man erhält also 
durch partielle Differentiation der Gleichung 301) nach «, 


ó E bu 
305) an +2 du dm 


Die Differentialquotienten der p nach der Zeit, die 
wieder durch einen oben angehängten Strich markiert werden 
sollen, folgen durch Differentiation der Gleichung 303) nach 
der Zeit, die ja die Abhängigkeit der p von der Zeit angibt, 
wodurch man die mit den Gleichungen 304) identischen 
Gleichungen 


, at y , 
804) Bi + Daten te nr Dit 


erhält, denen wir wieder die Nummer 304) geben. Diese 
Relation 304) repräsentiert uns s lineare Gleichungen für 
die Größen p’,, welche daraus als Funktionen von i, p, und 
«, gefunden werden können, oder auch als Funktionen von 
t æ, und f,, da die p, durch die Gleichungen 303) als 
Funktionen von «, und f, ausgedrückt werden können. Die 
Koeffizienten der p, und das von p', freie Glied in den 
Gleichungen 304) sind aber ganz dieselben, wie die Koefti- 
zienten der Größen ÖE/Ög, und das nicht mit diesen 
Größen multiplizierte Glied in den Gleichungen 305). Wenn 
man daher die letzteren Gleichungen als s lineare Gleich- 
ungen für die Größen ô E/ð q, auffaßt, so erhält man diese 
Größen genau durch dieselben Determinanten ausgedrückt, 
wie die Größen p’,. wenn man letztere aus den s linearen 
Gleichungen 304) bestimmt. Wir sehen also, ohne daß wir 
alle diese Determinanten hinzuschreiben brauchen, ein, 
daß allgemein 


306) ee ed 
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sein muß. Differenzieren wir andererseits die Gleichung 291) 
nach der Zeit, so erhalten wir: 


| dp _ W ŞI ÖW 
| di " tam öp ðp;? i 
1 


307) 5 
®W ôq 0E 
| “ram t D am Se 


Andererseits ist die Gleichung 294) identisch erfülit, wenn 
man darin W als Funktion von ż, p, und œ, substituiert 
und für die g, = ô W/ðp, die in diesem Sinne genommenen 
partiellen Differentialquotienten einsstzt. Es muß daher 
auch der partielle Differentialquntient der linken Seite der 
Gleichung 294) nach p, gleich Null sein, bei dessen Bildung 
man ¿ und die œ, als konstant anzusehen, die g, aber als 
Funktionen von ż, p, und œ, zu betrachten hat, so daß E 
in doppelter Weise zu differenzieren ist 1. weil es explizit 
die Größe p, enthält, 2. weil die darin vorkommenden 
Größen q; Funktionen von p, sind. Setzt man den so 
gebildeten partiellen Ditferentialquotienten der Gleichung 
gleich Null, so ergibt sich: 


mu 
an , öE, DIEA a: 


Brom 5m air 


Subtrabiert man dies von der rechten Seite der Glei- 
chung 307), so tolgt 


Es ist also bewieser, daß die Differentialyuotienten der g, 
nach der Zeit genau durch dieselben Gleichungen gegeben 
sınd, welche für die mechanische Aufgabe gelten. Anderer- 
seits ist auch durch die Gleichungen 306) bewiesen, daß 
die p', aus E oder T (da ja 

ôE è 


dyu p 


ist) in derselben Weise wie beim mechanischen Probleme 
zu bilden sind. Da sie also dieselben linearen Funktionen 
Boltzmann, Mechanik II 15 
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der g, sind wie beim mechanischen Probleme und da wir 
schon sahen, daß die Differentialquotienten der q, nach der 
Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen Probleme 
haben, so folgt hieraus, daß auch die Ableitungen der p’, 
nach der Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen 
Probleme haben, also durch die Gleichungen 286) bestimmt 
sınd. Es ist somit ganz allgemein bewiesen, daß die durch 
die Gleichungen 304) als Funktionen der Zeit und der 
2s Integrationskonstanten «, und f, bestimmten Werte 
der p, die Integrale der mechanischen Differentialglei- 
chungen sind. 

Die Ausführungen des & 57 lassen wieder so recht 
deutlich die universelle Bedeutung des Energiebegriffs er- 
kennen. Man braucht bloß die Energie als Funktion der 
Koordinaten und Momente zu kennen und man ist unter 
Beiziehung der erforderlichen Anfangsbedingungen ohne 
weiteres imstande, die zeitliche Veränderung aller Koordi- 
naten zu berechnen, ohne daß man ihre geometrische Be- 
deutung zu wissen braucht. Dies folgt übrigens auch schon 
aus den Gleichungen 72). 

Falls V die Zeit nicht explizit enthält, kann man diese 
Variable immer aus der partiellen Differentialgleichung 301) 
hinwegschaffen, indem man setzt 
308) W=ut+T, 
wobei U nur Funktion der Koordinaten sein soll. Die Diffe- 
rentialgleichung 301) verwandelt sich dann in die folgende: 


309) «+ (S ul 


wobei das Symbol E(5,) ausdrückt, daß man in die 
Funktion E = T + V für g, zu substituieren hat ô U/öp,. 


§ 59. Berechnung der Wurfbewegung aus der Hamiltonschen 
partiellen Differentialgleichung als einfachstes illustrierendes 
Beispiel. 

Wir wollen nun zunächst die Bedeutung dieser Formel 
an einem möglichst einfachen Beispiele erörtern. Wir 
nehmen an, daß uus die Gesetze der Wurfbewegung noch 
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unbekannt wären und daß wir dieselben aus der Hamilton- 
schen partiellen Differentialgleichung ableiten wollten. Es 
sei uns ein einziger vollkommen freier materieller Punkt 
mit der Masse m und den drei rechtwinkligen Koordinaten 
z, Y, x gegeben, auf den nur die Schwerkraft wirkt. Die 
konstante Richtung dieser letzteren wählen wir als positive 
x-Achse und bezeichnen die ebenfalls konstante Beschleunigung 
der Schwere mit g. Dann ist: 
s=8, p =% =y, Ph =% 
V =— mgz, 


, , ' 1 
yamı, gm, =mi, T= +h +g) 


In den letzteren Ausdruck sind statt der q die partiellen 
Differentialquotienten von W, respektive wenn man, da F 
die Zeit nicht explizit enthält, die Gleichung 309) anwendet, 
von U nach den Koordinaten zu substituieren. Es wird also 
ı [j/a U)? , (ôU)? fagy 
E= T+ Vesala + (ar) + -rse 
und die Gleichung 309) gelt daher über in 
1: 1/0 Uy? oc, ð Dy: 
810) et] -nso 


2m 


wobei W gleich «t+ U ist. Da es sich nur um die Auf- 
findung eines vollständigen Integrales handelt, so wollen wir 
setzen: U= U, + U, + Uş, wobei U, nur Funktion von z, 
U, nur Funktion von y, U, nur Funktion von x sein soll. 
Die partiellen Differentialyuotienten verwandeln sich dann 
in gewöhnliche und die Gleichung 310) geht über in 
2 2 2 
2am +, (=) + (5 Ea 2a — 2migz=U, 


welche sicher erfüllt ist, wenn wir setzen: 
dU d U, d U, 


1 
2m 


311) 


| a= (ei + ai + u,)- 


Aus den Gleichungen 311) folgt: 
„= @a2+(0, G=a9+G 


1 3 
U, = gmg "s + 2migz +0, 


15* 
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daher, da die Konstanten C,, Ca, C, alle additiv zu W hın- 
zukommen und deshalb weggelassen werden können 


W= z(e ta? +a) +EH y 


+ apy Ve + 2m?g 2% t 


aw aW_ G 
fam fh Ja "Par ba, mg 


so erhalten wir also die drei Bewegungsgleichungen in der 
Form: 


a 
z= +p y= zit Pas 


Lid 
v =g t 2ft + e, 
wobei 
28; lig 


4 g 2m’g 


eine einfachere statt «, eingeführte Konstante ist. Dies 
sind in der Tat die gewöhnlichen Bewegungsgieichungen 
für einen geworfenen Körper und es sind auch 

Han = En Va, + Img: 
die Momente mag’, my’ und mx bezüglich der Koordinaten- 
achsen. 

Wir wollen nun zu Fällen übergehen, wo die Hamil- 
tousche partieile Difierentialgleichung von wirklichem Nutzen 
ist, die aiso micht mehr bloß den Charakter erläuteruder 
Beispiele haben. Wir müssen da zunächst eine eigentümliche 
Art generalisierter Koordinaten. die sogenannten elliptischen, 
kenuen lernen. 


$ 60. Elliptische Koordinaten, 


Es seien drei voneinander verschiedene positive, ein 
für allemal konstante Größen gegeben. deren größte wir 
mit a,, deren mittlere mit a,, deren kleinste wir mit a, 
bezeichnen, so daß also: 


a > a >a. 
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Ferner seien z,,2,, 2, die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes im Raume. Wir denken uns für einen Augenblick 
auch diesen Größen z, Z, z, bestimmte konstante endliche 
reelle, von Null verschiedene Werte erteilt. Dann wird der 
Ausdruck 
zi 
a? pi 


xi + z$ 


tag+1 a +à 


eine Funktion w (A) des Wertes von 7. sein, den wir augen- 
blicklich allein als variabel betrachten. 

Wir wollen eine negative Grüße als um so kleiner be- 
zeichnen, je größer ihr Zahlenwert ist, was wir eine Un- 
gleichheit mit Einrechnung des Vorzeichens nennen wollen. 
Dann wächst w A) kontinuierlich von O bis + oo. d. h. bis 
zu einem beliebig großen positiven Werte, wenn ) konti- 
nuierlich von +00 bis —a} +€ abnimmt, wobei = im 
folgenden immer eine positive Größe sein soll, deren Wert 
man so klein wählen kann, als man nur will. Es muB also 
für irgend einen zwischen diesen Grenzen liegenden Wert 3, 
von A die Funktion (3) gleich 1 werden. 

w(2) wächst nochmals kontinuierlich von — oo bis 
+œ, wenn A kontinuierlich von — a? —e bis — a} + € 
abnimmt. Für einen zwischen diesen Grenzen liegenden 
Wert 2, von ) muß also nochmals (A) = 1 werden. 

Endlich wächst w (å) zum zweiten Male von — œ bis 
+ œ, wenn 2 kontinuierlich von —a? —e bis — ai +: 
abnimmt. Zwischen diesen Grenzen liegt ein dritter Wert A, 
von A, für den nochmals w (2) gleich 1 wird, für 4 < — a? 
bleibt w{%) negativ. Es hat also die Gleichung 


xi 
at +l 


Ei z3 


i. tarta mY 


welche sich durch Multiplikation mit (a? -+ 1) (a? + 2) (a3 + 4) 
in eine gewöhnliche algebraische Gleichung dritten Grades 
verwandelt, stets drei reelle Wurzeln 2, A,, A, und es ist 


313) +0 >1ı,>->ih,>—- SH >h>—u. 


Wir heben noch folgende Spezialfälle hervor: 
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1. Wenn x, sich beliebig der Null nähert, so nähert 
sich A, der Grenze — a?, während sich A, und 7, den beiden 
Wurzeln der Gleichung 

r? z? 

i Arten 

nähern. Wir wollen daher sagen, für z, = 0 it, =— ai, 
å, und 4, aber sind die Wurzeln der Gleichung 314), von 
en man, wie oben, beweist, daß wenn z, und z, von Null 
verschieden sind, die eine zwischen +oo und — aż, die 
andere zwischen — a? und — o3 liegt. Wir wollen die 
erste mit A,, die zweite mit A, bezeichnen. 

2. Wenn sich x, der Null nähert, während z, und =, 
von Null verschieden sind, so nähert sich entweder 2, oder 
å, der Grenze — a}, je nachdem die kleinere Wurzel der 
Gleichung 

x 

a gta! 

a) kleiner, b) größer als —a? ist. Wenn daher z, = 0, 
r, und z, aber von Null verschieden sind, so setzen wir im 
ersten Falle A, = — ai, 4, gleich der kleineren dieser Wurzeln, 
im zweiten Falle 4, = — a} und /, gleich der kleineren dieser 
Wurzeln, wogegen A, immer gleich der größeren Wurzel 
der Gleichung 315) zu setzen ist. 


3. Ebenso ist, wenn z, = 0, r, und r, aber von Null 


verschieden sind, 2, oder 4, = — aż, 4, gleich der kleiusten 
Wurzel der Gleichung 
ii er T E ; 


und A, oder 4, gieich der größeren Wurzel dieser Gleichung 
zu setzen, je naclıdem dieselbe a) größer oder b) kleiner 
als — a; ist. 


4. Ist 7, = r, = 0. sc setzen wir: 
l =a; 4, =a}, h lre. 
5. Für z = z, =0 wird: 


À, =—.a! und 
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a) falls z} < ai — a: 
),=- a, h =r e, 
b) für z? >a? —a:: 
l, =x} — a, A,=-—al, endlich 
c) für z} = a} — a}: 
A, =}, =-—a). 

6) Für z, =z, = 0 wird 

a) falls z? >a? — až: 


z 2 2 2 2 
ål, =x? — g, f, =— a}, l, =— a, 
2 2 2. 
b) für z? = a? — a}: 
2 am 2 = 2 
h, =4 =a, à, =-a, 


c) für a? — a} >r? >a? — al: 
å, =— ai, h, =z] —a}i, h =a, 
d) für z? =a? — a}: 
å, =— a}, 2, = 12, =— @, 
e) für x? < a? — al: 
l, =— a}, å =-a. å =x a}. 
7. Wenn sich endlich z,, x, und z, gleichzeitig der 
Grenze Null nahern, so nähern sich A,, }, und 2, gleich- 


zeitig den Grenzen — a’, — a} und — a}, weshalb wr für 
£, = T, = T} = 0 setzen wollen: 


4 


Falls mındestens eine der Koordinaten unendlich wird, 
setzen wir A, =00. Wenn dann eine oder zwei der recht- 
winkligen Koordinaten endlich oder unendlich niedrigerer 
Ordnung sind, so ist eines oder zwei der A gleich einem a?. 
Sind zwei rechtwinklige Koordinaten x, und x, untereinander 
von gleicher und von höherer Ordnung unendlich als die 
dritte, so folgt ein A aus der Gleichung 


a _ 0° 3 ma PER RAP 
‚= - U, A=-ad, l =a 


z? 
317) E =— 
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sind endlich alle drei rechtwinkligen Koordinaten unendlich 
von gleicher Größenordnung, so sind für A, und å, die 
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 


z} z3 z? 
818) zrmitamtagsı” 


zu wählen. 

Nach diesen Festsetzungen gehört zu jeder Terne von 
reellen Werten der Koordinaten z,, %,, z, eine und nur 
eine bestimmte Terne von reellen Werten von A,, A,, Ag, 
welche, falls keine der Koordinaten Null oder unendlich 
ist, den Ungleichungen 313) genügen. Lassen wir dagegen 
auch die Werte Null oder unendlich der Koordinaten zu, 
so genügen A,, A,, A, Relationen, welche sonst mit den Un- 
gleichungen 313) identisch sind, nur daß an Stelle jedes 
Ungleichheitszeichens das Ungleichheitszeichen oder Gleich- 
heitszeichen stehen kann. 

Die Relationen, welche hierdurch aus den Unglei- 
chungen 313) entstehen, nennen wir die Relationen 313a). 

Ebenso gehört zu jeder Terne von reellen Werten 
von 4,. A, und },, welche den Ungleichungen 313) oder den 
Relationen 313a) genügen, eine und nur eine Terne, von 
reellen positiven Werten von =}, x und 2}; wenn an Stelle 
der Ungleichungen 313) die Relationen 313a) treten, werden 
auch die Werte Null und unendlich für jede der Koordi- 
naten zulässig. Es sind also auch z,, z, und z,, folglich 
auch die Lage des Punktes, dessen Koordinaten z,, £}, £a 
sind, im Raume eindeutig bestimmt, sobald die zux,,2,. =, 
gehörige Terne der Werte vou à. },, A, und noch das Vor- 
zeichen der Koordinaten gegeben ist. 

Wir können daher als generalisierte Koordinaten, durch 
welche die Lage irgend eines Punktes im Raume bestimmt 
ist, die zu den rechtwinkligen Koordinaten z,, %,, x, des- 
selben gehörigen Werte von A,. A, und A, benutzen. Man 
nennt sie die elliptischen Koordinaten des betreflenden 
Punktes. Sie bestimmen die Lage desselben eindeutig, 
wenn noch das Vorzeichen der drei rechtwinkligen Koordi- 
naten gegeben ist. Es sind also A,, A,, A, eindeutige Funk- 
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tionen von %,, 2,. Y}, umgekehrt sind =, , 2,, x, Funktionen 
von l, 4,, å, die durch die letzteren Variabeln bis auf 
das Vorzeichen eindeutig bestimmt sind. 


& 61. Geometrische Bedeutung der elliptischen Koordinaten. 


Wir wollen nun das bisher Gesagte geometrisch inter- 
pretieren. Wir betrachten da zunächst in Gleichung 312) 
nebst a,, a,. a,, welche wie immer gegebene, ein für alle- 
mal konstante Größen sein sollen, auch 2 konstant. Die 
Gleichung gibt uns dann eine Relation zwischen den Koor- 
dinaten m, 7,, 2,, welcher alle Punkte einer gewissen 
Zenrralfläche F zweiten Grades genügen. Wir nennen sie 
die dem betreffenden 4 entsprechende Fläche zweiten Grades. 
Da in der Gleichung 312) alle ungeraden Potenzen der 
Koordinaten fehlen, so ist der Koordinatenursprung immer 
ihr Mittelpunkt und die Koordinatenachsen sind ihre Achsen. 

Sehr großen positiven Werten von A entspricht sehr 
nahe eine Kugel von sehr großem Radius. Diese verwandelt 
sich, wenn A bis — ae} abnimmt, in ein immer kleiner 
werdendes dreiachsiges Ellipsoid, dessen größte Achse die 
Richtung der x,-Achse, dessen kleinste die der x,-Achse hat. 
Dasselbe nähert sich, je mehr sich A der Grenze —a? nähert, 
immer mehr der Fläche einer in der z, z,-Ebene liegenden 
Ellipse E, deren Achsen die Koordinatenachsen sind und 
deren Halbachsen gleich Ya? — a} und Ya; — a} sind, welche 
also die Gleichungen hat: 

= zi 
319) d-a a-a" i T, =Ü. 

Wenn man zuerst dem A einen sehr großen positiven, 
dann einen um eine sehr kleine Größe e kleineren, dann 
wieder einen um & kleineren Wert etc. erteilt, so erhält 
man lauter dreiachsige Ellipsoide, von denen jedes ganz 
innerhalb der vorigen liegt; der Raum wird also in lauter 
unendlich dünne ellipsoidische Schalen zerlegt, welche den 
ganzen unendlichen Raum vollständig erfüllen. 

Ist } wenig kleiner als — a}, so ist die Fläche F ein 
einschaliges Hyperboloid, welches noch fast mit demjenigen 
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Teile der z, z,-Ebene zusammenfällt, welcher außerhalb der 
Eilipse E liegt. Daher können wir sagen, daß die Fläche F 
fur den Fall A=-a} iu die x, x,-Ebene degeneriert und 
wir werden nach dem früheren Übereinkommen å, so 
lange es größer als — a? ist und auch noch so lange es 
einem Punkte des von der Ellipse Æ umschlossenen Stückes 
der x, 2,-Ebene entspricht, mit A, bezeichnen. Sobald es 
gleich —a} ist, aber eınem Punkte der z, x,-Ebene entspricht, 
der außerhalb jener Ellıpse liegt, oder sobald es zwischen 
— a; und — a? liegt, also eınem einschaligen Hyperboloide 
entspricht, werden wir es mit A, bezeichnen, wogegen auf 
dem Umfange der Ellipse 4, = 4, = — a3 ist. 

Nimmt nun A, welches jetzt A, heißt, von — a} bis 
— a} ab, so breitet sich das einschalige Hyperboloid 
aus und geht für å =— a? in denjenıgen zusammenhängen- 
den Teil der x,2,-Ebene über, welcher von den beiden 
Asten A, der Hyperbel 
320) al ul, 


2 
at — a} ar — a} 


begrenzt ist, für welchen also ar pe Fo <list Auf 
diesem Teile der z, z,-Ebene ist 4 noch mit 4, zu bezeich- 
nen. Der andere Teil der z, z,-Ebene, für welchen 4 eben- 
falls gleich — a} ist, aber schon mit A, bezeichnet werden 
soll, ist die Grenze der zweıschaligen Hyperboloide, in 
welche die Fläche F übergeht, sobald A < — a? wird. Nähert 
sich 4 dem Werte — a’, so nahern sich beide Schalen 
dieser Hyperboloide von beiden Seiten immer mehr der 
gesamten zT, £y- Ebene, 

Alle die einschaligen Hyperboloide, welche man erhält, 
wenn man 


| mea 2 ar 
I=—a—-:, L= a} — 2s... L =— a 


setzt und von denen wieder jedes folgende das vorhergehende 
mrgends schneidet, aber ihm überall unendlich nahe liegt, 
erfüllen wieder den ganzen unendlichen Raum kontinuierlich 
und zerlegen jede der früher besprochenen ellipsoidıschen 
Schichten ın lauter Ringe von unendlich kleinem Quer- 
schnitte. 
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Alle zweischaligen Hyperboloide endlich, welche den 
Werten 4 = — a} — , — a? — 2s... —a? entsprechen. er- 
füllen noch einmal in derselben Weise den ganzen 
unendlichen Raum kontinuierlich und zerlegen jeden der 
besprochenen Ringe in lauter unendlich kleine Volum- 
elemente. Diese Volumelemente sind rechtwinklige Pa- 
rallelepipede, da sich, wie wir sofort beweisen werden, 
je ein Ellipsoid, je ein einschaliges und je ein zweischalıges 
Hyperboloid immer rechtwinklig durchschneiden. 

Alle diese Formen, welche die Fläche F der Reihe 
nach annimmt, sind (die Fälle ausgenommen, wo sie in eine 
ebene Fläche degeneriert) konzentrische und koaxiale Flächen 
zweiten Grades, d. h. sie haben alle denselben Mittelpunkt 
(den Koordinatenursprung). und gleichgerichtete Achsen (die 
Koordinatenachsen). Sie sind auch konfokal, d. h. alle Kegel- 
schnittlinien, in welchen sie durch die x, x,-Ebene geschnitten 
werden, haben dieselben Brennpunkte, ebenso haben alle 
Kegelschnittlinien, in welchen sie durch die z, x,-Ebene ge- 
schnitten werden, untereinander und alle, in welchen sie 
durch die z,r,-Ebene geschnitten werden, wieder unter- 
einander dieselben Brennpunkte, 

Fur die Schnitte mit der x, z,-Ebene liegen die Brenn- 
punkte auf der z,-Achse in der Entfernung Ya? —a} vom 
Koordinatenursprunge O, für die Schnitte mit der x, x,-Ebene 
ebenfalls auf der : -Achse in der Entfernung Ya!— a; 
von O, für die Schnitte mit der x, x,-Ebene auf der z,-Achse 
in der Entfernung Ya} — a} von O. 

Man sieht dies leicht ein, wenn man bedenkt, daß, 
wenn A und B beliebige positive oder negative Konstanten 
sind und mit Einrechnung des Vorzeichens A > B ist, die 
beiden Brennpunkte der Kegelschnittlinie, welche die Glei- 


chung zZ + ra = 1 hat, auf der x-Achse in der Entfernung 


YA — B vom Koordinatenursprunge liegen. Dies gilt sowohl, 
wenn Á und B positiv sind, also die Kegelschnittlinie eine 
Ellipse ist, als auch wenn A positiv, dagegen B negativ ist, 
also die Kegelschnittlinie eine Hyperbel ist. Ja selbst 
wenn A und B beide negativ sind, also die Kegelschnitt- 
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linie ganz imaginär wird, was bei den Durchschnittslinien 
der oben betrachteten zweischaligen Hyperboloide mit der 
z x, Ebene zutrifft, pflegt man diese Punkte noch immer 
ihre Brennpunkte zu nennen und zu sagen, daß diese 
reell bleiben. 

Den drei Werten des i, welche den Koordinaten eines 
gegebenen Punktes entsprechen und also gegenwärtig von 
uns als dessen generalisierte Koordinaten bezeichnet werden, 
entsprechen also immer drei konzentrische. koaxiale, homo- 
fokale Flächen zweiten Grades, ein dreiachsiges Ellipsoid, 
ein einschaliges und zweifächeriges Hyperboloid, welche 
sich, da die Koordinaten des gegebenen Punktes die 
Gleichung jeder der drei Flächen erfüllen, in dem gegebenen 
Punkte schneiden. 

Falls eine oder zwei oder alle drei Koordinaten Nuil 
werden, degenerieren eine oder zwei oder alle drei Flächen 


in eine oder in einen Teil einer der Koordinatenebenen. 
Falls mindestens eine der Koordinaten unendlich ist, de- 
generiert das Ellipsoid in eine Kugel von unendlichem 
Radius. 

In Fig. 8 ist das Ellipsoid und das ein- und zwei- 
fächerige Hyperboloid {perspektivisch freilich nicht ganz 
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richtig) gezeichnet, welche sicb in dem mit einem Kreuze 
markierten beliebigen Punkte des Raumes durchschneiden. 
Auch sind die Durchschnittslinien der beiden Hyperboloide 
mit dem Ellipsoide gezeichnet. Wenn man diese Figur 
betrachtet, kann man sich leicht klar machen, wie die ver- 
schiedenen Flächen degenerieren, wenn gewisse Koordinaten 
des Durchschnittspunktes Null oder unendlich werden. 


$ 62. Die elliptischen Koordinaten sind orthogonal. 


}, ist die größte Wurzel der Gleichung 312), kann 
also als eine Funktion von =,,2,, x, (sagen wir f (z,,2,, %)) 
betrachtet werden, welche man pi B. mittels der Cardani- 
schen Formel explizıt hinschreiıben könnte, da ja die @lei- 
chung 312) eine Gleichung dritten Grades für X ist. 

Lassen wir in dieser Funktion x, und x, konstant und 
betrachten bloß x, als veränderlich, so können wir ihren 
partiellen Differentialquotienten 04,/Ö.x, bilden. Dieser 
wird am besten in folgender Weise gefunden: Da A, Wurzel 
der Gleichung 312) ist, so hat man: 
si zi 


23 
Fre Fe Er, 


Läßt man darin z, und x, konstant, so folgt: 


ðh _ 2 EA 
ön 2 a? + 2 
Die analogen Gleichungen, welche man erhält, wenn 
man A, nach z,, z, und A, und A, nach allen x partiell 
differenziert, kann man in die Form 
gs En aoa 
821) sn 7 Aia + i 


zusammenfassen, wobei sowohl ¿ als auch 4 unabhängig von- 
einander jeden der drei Werte 1, 2 oder 3 haben können. 
A ist dabei eine abgekürzte Bezeichnung und es ist all- 
gemein 


ia am VD CET Man, 
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wobei wir immer das positive Zeichen der Wurzel wählen 
wollen. Der Index ¿i unter dem Summenzeichen hat, wie 
hier immer die Bedeutung, daß dem i alle drei Werte 1, 
2 und 3 zu erteilen sind, wogegen dem h ein bestimmter 
dieser drei Werte zu geben ist, gleichgültig welcher. 


Die Gleichung des durch einen gegebenen Punkt 
gehenden dreiachsigen Ellipsoids finden wir, wenn wir die 
soeben mit f (£, Z, x) bezeichnete Funktion, welche uns 
}, durch z,, £p, x, ausdrückt, gleich einer Konstanten, näm- 
lich gleich dem diesem Punkte entsprechenden speziellen 
Werte von 2, setzen. Die Richtungskosinus der an dieses 
Ellipsoid im gegebenen Punkte errichteten Normalen N, 
sind daher nach den bekannten Formeln für die Richtungs- 
kosinus der an eine Fläche mit der Gleichung f (x, , Ta, £a) 
= konst. gezogenen Normalen 


t of 

cos (N, , u hai 
" 1 07 

cos (Ni; 2)= FE 
16 

cos (N,; ee 


wobei n die positive Wurzel aus 
ar», (ar\:, (arl: 
G£) hi li + (£) 
ist. Dabei sind die partiellen Differentialquotienten pa etc. 


so zu verstehen: es ist }, ale Funktion f(z, x,, z,) von 
Tı, Ta, ta auszudrücken und dann, bei konstantem x, und zy 


nach x, zu differenzieren etc. Es ist also BT 8r etc. 


OT,’ ÔT 
genau dasselbe, was wir in den Formeln 321) mit th, 
t 
= etc. bezeichneten. Wenn wir daher zu dieser Be- 


zeichnungsweise zurückkehren, so erhalten wır 


1 
nn a DA 
dis? ð h)? O4,\2 Fe 
08 (N,, = 32) Be. 3 6% 
c s ( 3 X) y (z + (32) + (52) t 
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und nach Substitution der Werte 321) und 322) 


+ 1 x 
co8 (Ass x.) = vr a? FE y 
Ebenso folgt: 
1 Tz 
cos Ns a) = R’ 
r 1 Tg 
NT 


Die Gleichung des einschaligen, durch denselben Punkt mit 
den Koordinaten z,, z,, 2, gehenden Hyperboloids erhalten 
wir in gleicher Weise, wenn wir zuerst die mittlere Wurzel A, 
der Gleichung 312) als Funktion % von z,, z}. x, ausdrücken 
und dann diese Funktion g gleich dem dem betreffenden 
Punkte entsprechenden Werte von 4, setzen. Die Richtungs- 
kosinus der im selben Punkt an das einschalige Hyper- 
boloid errichteten Normalen N, sind dann wieder den Größen 
z2, sa, ge proportional und analoges gilt für die 
Normale N,, die man durch denselben Punkt mit den 
Koordinaten z, 2,, 2, zu dem durch diesen Punkt gehenden 
zweifächerigen Hyperboloide ziehen kann. Die Formeln, 
welche man für die Richtungskosinus aller dieser Normalen 
erhält, kann man in die Formel zusammenfassen: 

Ki 


1 
323) s (No 2) = F FF 


Der Kosinus des Winkels, welchen irgend zwei (N, und N,, |) 
von diesen drei Normalen miteinander einschließen, ist daher 


cos (N,, N,,,) = COS (Nps 7) C08 (N; p1 5) + 
+ cos Oh z,) cos Men = + cos (Np, 2) CO8 (N, +15 Zs) = 


= 7 I7 74,2 (a? + Ar af Fr) 


Nun ist aber 


z? 1 [ r? x} 


47 F] ? 
(ai + hysı a? + hal 


(a HA) (OF + inp) ninyi 
daher 
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SEN... SEEN 
a EE) O F hapa) 
1 


| a? 2 1 
ku harı PX ne BE 


In diesen Formeln kann A jeden beliebigen der Werte 1, 
2 oder 3 annehmen, im letzteren Falle aber müssen wir 
den Index 4 immer als gleichbedeutend mit dem Index 1 
betrachten. Wir wollen in allen analogen Formeln auch 
den Index 5 mit dem Index 2 ete., d. h. also alle Mod. 
drei kongruenten Zahlen, wenn sie im Index stehen, als 
gleichbedeutend betrachten. Der Punkt mit den Koor- 
dinaten z,, 2,, 2,, in welchem die beiden Normalen N, 
und N,,, errichtet sind, gehört beiden Zentralilächen 
zweiten Grades, zu denen diese beiden Normalen gezogen 
sind, an; daher müssen seine Koordinaten die Gleichung 
jeder dieser Zentralflächen erfüllen, es haben also beide 
Summen in der eckigen Klammer der rechten Seite der 
letzten Gleichung den Wert 1. Diese eckige Klammer 
reduziert sich auf Null ar: aa erhält: 


en rer” 
daher auch: 
325) cos (N, N, p1) = 0. 


Alle drei Zentralflächen zweiten Grades durchschneiden 
sich daher in jedem Punkte rechtwinklig. Die Trans- 
formation in elliptischen Koordinaten ist eine Orthogonale. 
Man nennt die Einführung von f, (©; %, Ta) fa (Bis %- 23) 
fa (Ss Zos 2%) statt T1, ty, z, als Koordinaten orthogonal, 
sobald sich die drei Flächen, welche man erhält, wenn 
man fi, fa und f, gleich drei beliebigen Konstanten setzt, 
immer rechtwinklig durchschneiden. 


863. Ausdruck der rechtwinkligen Koordinaten durch die 
elliptische, 

Wir wollen nun die umgekehrte Aufgabe in Angriff 

nehmen, wenn },, 2, und 4, gegeben sind, die dazu gehörigen 

Werte von z,, z,, 2, als Funktionen von A,, A,, A, und 
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natürlich der immer konstant betrachteten Größen a, «,, a, 
zu berechnen. Wir denken uns zunächst noch den drei 
Koordinaten t, £}, x, bestimmte konstante Werte, dem A 
dagegen einen ganz beliebigen Wert beigelegt, so daß in 
dem Ausdrucke 


2 gz? 
a trete 
zunächst A allein als variabel betrachtet wird. Wir setzen 
ferner 
327) F) = ai +3 + àla + AoA). 

Dann ist f(2) eine ganze Funktion dritten Grades be- 
züglich A und die immer mit A,, A,, A, bezeichneten Größen 
sind die Wurzeln der Gleichung f(A)=0. Nach einem be- 
kannten Satz aus der Theorie der Gleichungen ist also: 
328) M)=AR—A)A— A) — A). 

Setzt man hier für f(A) den Wert 327) ein, wobei für 
(A) noch der Wert 326) zu substituieren ist, folgt so A= —1, 
da der Koeffizient von A? beiderseits gleich sein muß und 
man erhält: 

xi (a3 +4) (a3 + 2) + az, (ai + 1) (a3 +A) + asla +A) (a HA) 
— (ai ++ tA) = N, 2) g — 2). 
Diese Gleichung gilt für jeden Wert von A; es ist eine 
identische Gleichung, wenn man darin für A,, A,, A, deren 
Werte als Funktionen von &,, £}, 2, oder umgekehrt für 
I Za, %, deren Werte als Funktionen von A,, A,, A, sub- 
stituiert. Obige Gleichung bleibt also stets richtig, was 
immer man für A für einen Wert substituieren mag. 

Setzt man darin A= —a!, so erhält man: 

2 _lat tA)la? + A)laf + A) 
ee Ti = ala - af) 
Setzt man dagegen in die Gleichung 329) A = — a?, so folgt: 
R (a3 +A la} + A)lal + h) 
> Amelie 
Setzt man endlich A=-— ai, so folgt: 
(a3 + Aı)laz + h) (ai + As) 
= Tee 
Boltzmann, Mechanik II. 16 


1 


329) 
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Wir wollen nun allen drei Größen },, /, und 4, will- 
kürliche unendlich kleine Zuwächse dA,, då, dł, erteilen. 
Die dadurch entstehenden Zuwächse x,, z,, & nennen wir 
deren vollständige Differentiale. Wir finden sie am leich- 
testen, wenn wir von der linken und rechten Seite der 
Gleichungen 330) den natürlichen Logarithmus nehmen und 
dann die vollständigen Differentiale dıeser beiden Logarith- 
men gleich setzen. Ebenso verfahren wir mıt Gleichung 
331) und 332). Es folgen dann drei Gleichungen, welche 
wir in die gemeinsame Form 


en Tid åa 
333) dg, = ATORI 
zusammenfassen können. Wir wollen in der letzten Glei- 
chung zuerst ¿ = 1, dann ¿ = 2, dann i = 8 setzen, jede so 


erhaltene Gleichung quadrieren und dann die quadrierten 
Gleichungen addieren. Wir bekommen dann links den Aus- 
druck dg; + dz? + dai = $ dzr?, den wir kürzer mit ds? 


r 


bezeichnen wollen. Auf der "rechten Seite verschwinden die 
Koeffizienten von 


di .dô, di.di, und dh .dh, 
da dieselben genau gleich der Hälfte der Ausdrücke werden, 
welche in den Gleichungen 324) auf der linken Seite stehen, 
und vermöge dieser Gleichungen verschwinden. Der Koef- 
fizient von di} aber wird gleich dem vierten Teile des 


Quadrates des in Gleichung 322) mit A, bezeichneten Aus- 
druck. Man erhält also: 


834) ds? = da? +da? + dz? = 1424 + A! dA? + A? dhi). 


In dem Ausdrucke, wie er durch Gleichung 322) ge- 
geben ist, kommen sowohl die z,, z,, z, als auch die à, 
À,» A, vor; den Ausdruck, welchen man für A, erhält, wenn 
man darin z,, z,, z, ebenfalls durch die A ausdrückt, so 
daß nur mehr die letzteren Variabeln in A, vorkommen, er- 
hält man am kürzesten in folgender Weise. 

Man betrachtet wieder in der durch die Gleichung 326) 
gegebenen Funktion (A) die Größen z,, &,, T4, daher auch 
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Žo, Ag; Ay als konstant, die Größe A dagegen als in beliebiger 
Weise veränderlich. Den Ausdruck, welchen man erhalt 
wenn man unter diesen Voraussetzungen den Differential- 


quotienten — en bildet und darin nach geschehener 
Differentiation A = }, setzt, bezeichnen wir mi - |30 SI , 


Er ist genau gleich A’. wie man sofort aus Gleichung 53) 
erkennt, wenn man darin h=1 setzt. Ebenso ist 


_ [pw _ a _ [eu ne 
| ôi =,” do | 0% lu“ A, 


wobei die den eckigen Klammern unten angehangten In- 
dizes die analoge Bedeutung haben. 

Nun ist, wie wir sahen, in Gleichung 328) der Koeffizient 
4=-— 1. Substituiert man den betreffenden Wert von f(A) 
in die Gleichung 327), so folgt: 


_ a-da- yay- 
eE ETTET TN 


Bei der partiellen Differentiation nach A sind x, , 23; £y 
daher auch 4, A,, 4, welche ja Funktionen von z, 2,, 2, 
sind, als konstant zu betrachten; es ist also 


Id __ KM | 
a fa? + lad + Me} +2) 


mehr noch einer Reihe von Gliedern, von denen aber jedes 
für A= 4, verschwindet. Es ist also: 


[eea] __ ki) 
i=) 


da) jaz FE nla + n)a tr) 


Diese Größe ist aber, wie wir sahen, gleich 4?. Bestimmt 
man in derselben Weise A} und A}, so erhält man drei 
Formeln, welche man in die folgende Form zusammenfassen 
kann: 
lân — Any) (An — Ange! 
gen E ETE 
Aus den Gleichungen 333) ergeben sıch natürlich sofort 


die partiellen Difierentialquotienten von z,, x, oder x, nach 
16* 
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2, 4, oder å. wenn man erstere Größen als Funktion der 
letzteren auffaßt, z. B. die nach 2 , indem man d2, = då, = 0 
setzt. Alle diesbezüglichen partiellen Differentialquotienten 
kann man in die eine Form zusammenfassen 


œ% 


T, T, 


336) 5 2les+,) 


wobei jeder der Indızes ¿ und A unabhängig von dem anderen 
die Werte 1, 2 oder 3 annehmen kann. Vergleicht man dies 
noch mit der Formel 321), so kann man auch schreiben 


337) = rad, 


wo links die x als Funktionen der }, rechts umgekehrt die 
4 als Funktionen der æ zu betrachten sind. Die Glei- 
chung 324) kann daher mit Rücksicht auf die Gleichungen 
336) und 321) entweder in der Form 


Oh ðh x, êz 

338) Dr et =0 oder em 
geschrieben werden, wobei wieder im Index alle Mod. 3 
kongruenten Zahlen als gleichbedeutend zu betrachten sind. 
Da die Richtungskosinus der.Normalen, die wir im vorigen 
Paragraphen mit N, bezeichneten. den Größen ze rn , 
L proportional sind, so sind die linksstehenden der Rela- 
ee 338) nur die bekannten Gleichungen 


Sy cos (Np, £) cos (N, p19 2) = 0, 


welche ausdrücken, daß sich die Flächen zweiten Grades 
orthogonal schneiden. Analog sind die rechtsstehenden 
Relationen mit dem Gleichungen 


Di cos (N, m) cos(N,, 2,1) = 0 
identisch. 
Wir wollen nun mit A einen beliebigen Punkt des 
Raumes bezeichnen, der die rechtwinkligen Koordinaten 
Zis 24, %, und die elliptischen Koordinaten },, },, 2, hat. 
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Ferner sei B der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 
z dz, %+dz,, z, +dz, und den dazu gehörigen ellip- 
tischen Koordinaten A, +di,, 4, +d, 4, +di,, wobei 
dz,, dz,, dx, willkürlich sein können. Es sind dann d2, 
dħ,, d}, die entsprechenden Zuwächse der elliptischen Ko- 
ordinaten. Es können aber auch d},, d},, di, als willkür- 
lich betrachtet werden, dann sind dz,, dæ, dx, die dazu 
gehörigen Zuwächse der rechtwinkligen Koordinaten. 

Die in Formel 334) mit ds bezeichnete Größe ist dann 
die Entfernung der beiden Punkte A und B. Diese Formel 
stellt also die Länge eines willkürlich im Raume gezogenen 
Linıenelementes dar. Wenn speziell der Punkt B auf dem- 
selben eınschaligen und zweischaligen Hyperboloide wie der 
Punkt A liegt und nur das Ellipsoıd, welches durch B geht, 
dem Werte A, + dł, von A, entspricht, während das Ellip- 
soid, welches durch den Punkt 4 geht, dem Werte 4, ent- 
spricht, so wollen wir dem Punkte B den Index 3 anhängen 
und seine Entfernung AB, vom Punkte A mit ds, bezeich- 
nen. In diesem Falle ist dż}, = d2, = 0. Daher 


339) ds, = $ 4, dhg. 


Die Gerade ds, ist ein unendlich kleines, vom Punkte A aus 
gezogenes Stück der Durchschnittslinne des ein- und zwei- 
schaligen Hyperboloides, welche durch den Punkt A gehen, 
und steht, da diese‘ beiden Flächen auf dem Ellipsoide 
senkrecht stehen, ebenfalls auf diesem senkrecht. 

Der Wert, den ds annimmt, wenn di, = dh, = 0 ge- 
setzt wird, soll mit ds, bezeichnet werden. Es ist also 
340) ds, =4 4, dh, = A B, 
der Abstand des Punktes A mit den elliptischen Koordi- 
naten A,, Ay, A, vom Punkte B,, dessen elliptische Koordi- 
naten A, A, +d,, A, sind. ds, kann auch als ein vom 
Punkte A aus gezogenes unendlich kleines Stück der Durch- 
schnittslinie des durch A gehenden Ellipsoides mit dem 
durch A gehenden zweischaligen Hyperboloid definiert werden 
und steht senkrecht auf dem durch A gehenden einschaligen 
Hyperboloide. 
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Ebenso ist 
341) ds, = 44 dì =4B, 


der Abstand des Punktes A mit den elliptischen Koordi- 
naten A,, Ay, 4, und des Punktes B, mit den elliptischen 
Koordinaten A, + dà s A,, A, oder ein von 4 aus gezogenes 
unendlich kleines Stück der Durchschnittslinie des durch 
A gehenden Ellipsoides und einschaligen Hyperboloides und 
steht senkrecht auf dem durch A gehenden zweischaligen 
Hyperboloide. 

Der früher mit B bezeichnete Punkt mit den ellip- 
tischen Koordinaten 4, +dA,, 4, +d},, 4, +d, ist die 
A vis à vis liegende Ecke des unendlich kleinen Parallel- 
epipedes, von dem AB,, AB, und AB, die drei in A zu- 
sammenstoßeuden Kanten sind. ds ist die 4 und B ver- 
bindende Diagonale dieses Parallelepipedes. 

Während wir in Formel 334) unter ds immer die posi- 
tive Quadratwurzel aus dæ? + dg} + dæ? verstehen, sollen 
in den Formeln 339), 340) und 341) A,, A, und A, wesent- 
lich positive Größen sein, so daß also ds, dasselbe Vor- 
zeichen wie d},, ds, dasselbe wie dA, und ds, dasselbe wie 
di, erhalten soll. 


8 64. Rektifikation der Krümmungslinien des Ellipsoides, 
Komplanation des Ellipsoides. 


Einem bestimmten konstanten }, entspricht ein be- 
stimmtes dreiachsiges Ellipsoid. Alle einschaligen Hyper- 
boloide, welche wir erhalten, wenn wir dem }, alle Werte 
von — a} his — a? erteilen, durchschneiden dasselbe in einer 
Kurvenschar. welche wir die Krümmungslinie erster Gat- 
tung des betreffenden Ellipsoides nennen. Ihre Tangenten 
zu jedem Punkte fallen nämlich, wie in der analytischen 
Geometrie gezeigt wird, in die Richtung einer durch diesen 
Punkt gezogenen Hauptkrümmungsebene Diese Krüm- 
mungslinien beginnen für 4, =— a, mit der Ellipse, in 
welcher die z, z,-Ebene das Ellipsoid durchschneidet und 
enden für A, =— af in den beiden Stücken der Durch- 
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schnittslinie des Ellipsoides und desjenigen Teiles der z, z,- 
Ebene, welcher zwischen den beiden Ästen der Hyperbel liegt, 
der die Gleichungen 320) zukommen. In Fig. 9 ist die obere 
der positiven z,-Achse zugewendete Hälfte des Ellipsoides von 
oben, also von dorther betrachtet, wohin die kleinste Halb- 
achse zeigt, perspektivisch gezeichnet. Die ausgezogenen Linien 
sind Krümmungslinien erster Gattung. 

Erteilen wir dagegen in der Gleichung 312) dem 3, 
alle Werte zwischen — a? und —.a?, so erhalten wir die 
Gleichungen einer Schar zweifächeriger Hyperboloide, welche 
das Ellipsoid in einer zweiten Kurvenschar, den Krümmungs- 
linien zweiter Gattung durchschneiden. Letztere sind in 
Fig. 9 punktiert. 

Wenn wir die Formel für die Länge der Krümmungs- 
linien eines beliebigen Ellipsoides finden wollen, so genügt 
es vollständig, dieselbe für das Ellipsoid zu suchen, welches 
dem Werte }, = O entspricht; denn dieses Ellipsoid hat die 
Gleichung 


z? z3 a _ 


Da aber die Konstanten a,, a,, a, ganz willkürlich sind, 
so können wir sie immer gleich den Halbachsen des ge- 
gebenen Ellipsoides machen, um dessen Krümmungslinien 
es sich handelt. 

Die beiden Gleichungen einer Krümmungslinie erster 
Gattung dieses Ellipsoides finden wir, wenn wir nebst ),=0 
noch å, gleich irgend einer zwischen — a} und — a; liegen- 
den Konstanten setzen. Das Linienelement einer solchen 
Krümmangslinie ist also zu bilden, indem wir in Formel 334) 
å = 0, 4 = konst. setzen und A, und di, wachsen lassen. 
Es ist also nach Formel 341) dieses Linienelement 

ds =}4 di. 
Ein endliches Stück der Krüämmungslinie ist 


‚fach, 


wobei 2°? und A! die En Anfangspunkte und Endpunkte 
des Stückes entsprechenden Werte von ż, sind. Den vierten 
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Teil CD (Fig. 9) einer Krümmungslinie erhalten wir, wenn 
wir die untere Grenze A? des Integrales gleich — u}, die 
obere A! gleich — a} setzen. 
Die Länge der ganzen, in 
sich geschlossenen Krümmungs- 
linie ist das Vierfache dieses 
bestimmten Integrales. Den hier 
zu substituierenden Wert von 
A, erhalten wir, wenn wir in 
Formel 335) }, = 0 und å, gleich 
der vorgeschriebenen Konstanten setzen. Es ist also in 
allendiesen Integralen zu setzen 


P Be 
1 = U rer Fa) 


worin also alles bis auf die Integrationsvariable A, konstant 
ist; die Integrale sind also Abelsche Integrale. 

Ebenso ist die ganze Länge einer geschlossenen Krüm- 
mungslinie zweiter Gattung _ 


ap o aa 
PAES 
afany CEES EACE 


Wir gelangen in der nachfolgenden Weise zur Kom- 
planation des Ellipsoides, 

Wir ziehen vom Punkte A mit den elliptischen 
Koordinaten A, und A, des Ellipsoides, für welches 7, = 0 
ist, aus das Linienelement ds, = } 4, dA, = AB, der durch 
A hindurch gehenden Krümmungslinie erster Gattung des 
Ellipsoides und das Linienelement ds, = 44, då, = AB, 
der durch ihn hindurchgehenden Krümmangslinie ZW eiter 
Gattung des Ellipsoides. Ferner ziehen wir von B, aus 
auf dem Ellipsoide die unendlich kleine Gerade B, CAB, 
und von B, aus die unendlich kleine Gerade B, C |4 B, 
Die beiden zuletzt gezogenen Geraden sollen sich im 
Punkte C treffen. Dann kann die Figur AB, CB,A 
als ein unendlich kleines Rechteck vom Flächeninhalte 
+4, 4A, dh d2, und zugleich als ein Element der Oberfläche 
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des Ellipsoides betrachtet werden, für welches 2, = 0 ist. 
Ein endliches Stück der Oberfläche dieses Ellipsoides ist also: 


343) F=} SS 4 4 ihih, 


wobei alle Wertepaare von A, und 2, in die Integration 
einzubegreifen sind, welche Punkten dieses Flächenstückes 
entsprechen. 

Integriert man bei irgend einem gegebenen 3, bezüg- 
lich 4, von — a? bis —a!, so umfaßt man einen ganzen 
Quadranten C D (Fig. 9) einer Krümmungslinie erster Gat- 
tung. Integriert man noch bezüglich 2, von — a? bis —a}, 
so umfaßt man noch alle Quadranten det Krimmungslinien 
erster Gattung von EF bis GH, also einen Oktanten des 
ganzen Ellipsoids. Es hat also die ganze geschlossene 
Oberfläche des Ellipsoides, dessen Gleichung },=0 ist, 
welches also die Gleichung 342) hat, den Wert: 


2f aan di; 


-a 


Setzen wir 

344) (a3 +2) +A)@ +2)= Bi, 
dagegen 

345) (a + Aala? + 2,)@ +A) = Bi, 


so sind vermöge der Grenzen, zwischen denen 4, und 4, 
liegen müssen, 5? und 5} wesentlich positive Größen. In 
den zuletzt entwickelten Integralen ist 4, = 0, daher 


36) A=) a= VAR 
Die Vorzeichen wurden in dieser Weise geschrieben, da 


— à, — À und å, — 4, lauter positive Größen sind. Es 
verwandelt sich daher das Integral 343) zunächst in 


 Vamdndy = 
Pi a nEn 
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Da b nur Funktion von A,, d, nur Funktion von A, ist, 
so zerfällt jedes Doppelintegral in das Produkt zweier ein- 
facher Integrale und man hat 


; s 1 ,. 
Poy fiar (Yan, 
VE vi 
=} [Van fan. 


Erinnert man sich an die Werte von b und b,, so sieht 
man. daß jedes der Integrale eiu elliptisches und für das 
Rotationsellipsoid, wo entweder a = æ oder a= a, ist, 
durch gewöhnliche zyklometrische Funktionen ausdrückbar 
ist. Die ganze geschlossene Oberfläche des Ellipsoides er- 
hält man natürlich, wenn man mit 8 multipliziert und 
—a? und — e} als Integrationsgrenzen für A,, dagegen 
— a? und — a? als Integrationsgrenzen für A, wählt. 


§ 65. Kürzeste Linien auf dem dreiachsigen Ellipsoide. 


Wir wollen nun die spezielle Form entwickeln, welche 
die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung im Falle 
der Bewegung eines einzigen vollkommen freien materiellen 
Punktes von der Masse m annimmt, wenn wir dessen Posi- 
tion im Raume durch die drei elliptischen Koordinaten 
A, Ay, A, bestimmen, welche also jetzt die Rolle der früher 
mit p, ?,-::?, bezeichneten generalisierten Koordinaten 
spielen. 

Seien ty, £4, 2, die rechtwinkligen Koordinaten des 
materiellen Punktes zur Zeit i. Während einer unendlich 
kleinen Zeit dż sollen dieselben die Zuwächse dz,,da,, day 
erfahren, während die dazu gehörigen Zuwächse der ellip- 
tischen Koordinaten då, d},, dż, heißen mögen. Wir 
setzen wie in Formel 334) 


ds = Vdr? + dg? + dz}, 


so daB ds der während der Zeit dt zurückgelegte Weg, 
ds/dt die Geschwindigkeit c des materiellen Punktes zur 
Zeit 2 und 
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_ m [ds\? 
T-2(&) 


dessen lebendige Kraft ist. Da die Formel 334) für be- 
liebige Koordinatenzuwächse gilt, so muß sie auch für die 
während der Zeit dt eintretenden Koordinatenzuwächse 
gelten. Man hat also: 


ds = 4 VYRdR + RAM + MAR, 


ME TIER mM, 


wobei ži, #,, 4, abgekürzte Bezeichnungen für die Diffe- 
rentialquotienten der } nach der Zeit sind. Endlich wird 


m pr a srg I %r 
Taıd Mrd +da). 


Unser Rezept ging nun dahin, daß man zuerst in dem 
Ausdrucke für 7 die Momente g einzuführen, dann ö W’/öp, 
für qg, zu setzen und den so erhaltenen Wert von T in die 
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung 


ôw., 

Ta pen 
zu substituieren habe. Unter den Momenten verstehen 
wir die partiellen Differentialquotienten des T nach den ver- 
allgemeinerten Geschwindigkeiten, also nach 4/,, X, und X. 
Es ist also: 


a = 7r T imd h., 

b= mAh, 

9=7m mAh. 

Daher: y , A 
rt 


Hier haben wir noch für q, zu substituieren ô W/öp,, also 
in unserem Falle ð W/ô 2, ebenso für g, und q, die Aus- 
drücke ó W/ð}, und ð W/d4,. Tun wir dies und sub- 
stituieren den so erhaltenen Wert von T in die Hamil- 
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tonsche partielle Differentialgleichung, so folgt also 
schließlich: 

em 2 fı WP 1 /ö d 1 WY 
ner) talar) tal) +7 
wobei V als eine gegebene Funktion der Koordinaten 2, 
}g, A, und etwa noch der Zeit t zu betrachten ist. Haben 
wir ein vollständiges Integral, also einen Wert von W ge- 
funden, welcher dieser Differentialgleichung genügt und 
außer der additiv zu W hinzukommenden noch drei will- 
kürlich voneinander unabhängige Konstanten enthält, so 
können wir daraus in der uns bekannten Weise die Be- 
wegungsgleichungen herleiten. 

Wir betrachten ein zweites mechanisches Beispiel. Ein 
materieller Punkt soll gezwungen sein, bei seiner Bewegung 
auf der Oberfläche eines dreiachsigen Ellipsoides zu ver- 
bleiben. Wir können die dem elliptischen Koordinaten- 
systeme zugrunde liegenden Konstanten a, a,, a, gleich 
den Halbachsen dieses Ellipsoides wählen. Dann ist 2, =0 
die Gleichung dieses Ellipsoides, welche also der materielle 
Punkt während seiner ganzen Bewegung erfüllen muß. Seine 
Position auf dem Ellipsoid wird durch die Werte der 
beiden anderen elliptischen Koordinaten A, und A, be- 
stimmt. Da å, konstant gleich Null ist, so reduziert 4 ds? 


auf A? d2} + A?di}, daher T auf (a X? + AX’) und 
die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung auf: 


on hG AGN] r-o 


Falls außer den Kräften, welche den Punkt zwingen, 


auf dem Ellipsoide zu bleiben, keine anderen Kräfte auf ihn 
wirken, ist V konstant. Setzen wir dann 


349) w=- (2% + v)i+ U, 


wobei U bloß Funktion von A, und A, sein soll und dem 
konstanten Faktor von ź lediglich behufs Vereinfachung 
der Rechnung diese spezielle Form gegeben wurde, so redu- 
ziert sich die Gleichung 348) auf 
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DT 220) 


Da 7, = 0 ist, so nehmen A, und A, wieder die Werte 346) 
an. Setzen wir außerdem noch U= U, + U,, wobei U, 
bloß Funktion von A,, U, bloß Funktion von A, ist, so 
reduzieren sich die partiellen Differentialquotienten auf ge- 
wöhnliche und die Gleichung 350) verwandelt sich in 


u EHE an-an 


Wir erfüllen diese Gleichung. wenn wir setzen 


LEE -rana 
db) rnnar 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt, da d, bloß Funktion 
von A, und b, bloß Funktion von 2, ist 


A) — a 
een, 


r d 
T, =| u, 


daher 
3 | daa 74.241 29 Ku TEE 
52 

| +a 


Alle die Substitutionen, welche wir da machten, waren er- 
laubt, da es sich bei Ableitung der Bewegungsgleichungen 
aus der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung, 
wie wir wissen, bloß darum handelt, ein vollständiges Inte- 
gral derselben zu finden, d. h. einen Ausdruck für W, 
welcher ihr genügt und die nötige Anzahl unabhängiger 
willkürlicher Konstanten hat. Der Ausdruck 352) aber ist 
ein solches vollständiges Integral, da er außer der additiv 
hinzukommenden Konstanten noch die zwei willkürlichen 
voneinander unabhängigen Konstanten «, und «, enthält 


254 V. 865. Kürzeste Linien. Gl. 358. 


Setzt man seine partiellen Differentialquotienten nach der 
einen und nach der anderen Konstante gleich einer dritten 
resp. vierten willkürlichen Konstauten, so erhält man die beiden 
Bewegungsgleichungen. Da der partielle Difierentialquotient 
von W nach œ, die Zeit nicht enthält, so liefert er, gleich 
einer Konstanten — «,,? gesetzt, die Gleichung der Bahn. 
Man erhält also für dieselbe 


358 _Vhdh  _([_Vadh _ 
) fz Ya, — 0; k bi V: Ai — ag “s, 


wobei man sich für b und b die Werte 344) und 345) 
substituiert zu denken hat, so daß also die Integrale ultra- 
elliptische, für das Rotationsellipsoid elliptische werden. 

Diese Gleichung enthält in Wirklichkeit nur zwei will- 
kürliche Konstanten œ, «@; vad z,«@:, welche so bestimmt 
werden können, daß die Koordinaten iles gerebenen Aus- 
gangspunktes des materiellen Punktes diese tjieichung be- 
friedigen und da8 im Ausgangspunkte die Richtung der 
durch diese Gleichung dargestellten Kurve die gegebene 
Bewegungsrichtung des materiellen Punktes hat. 

Läßt man auf einer Kugelfiäche von einem Punkte A 
aus nach allen darauf möglichen Richtungen materielle 
Punkte ausgehen, auf welche sonst keine Kräfte wirken, als 
diejenigen, welche sie zwingen. auf der Kugelfläche zu 
bleiben, so beschreiben alle diese materiellen Punkte größte 
Kreise, welche sich in dem A vis à vis liegenden Punkte B 
der Kugelfläche wieder trefien. Das zwischen 4 und irgend 
einem anderen Punkte A, eines solchen größten Kreises 
liegendes Stück AA, des größten Kreises ist so lange die absolut 
kürzeste Linie, die man auf der Kugelfläche von A nach A, 
ziehen kann, als der Punkt B nicht auf dem Stücke 44, 
zwischen A und 4, liegt. Im letzteren Falle, wenn also 
der materielle Punkt auf dem Wege von A nach A, den 
Punkt B überschritten hat, ist der größte Kreisbogen ABA, 
nicht mehr die absolut kürzeste, auf der Kugel liegende 
Verbindungslinie der Punkte A und A,, aber er ist noch 
ein Grenzwert, d. h. die Länge jeder anderen ihm unend- 
lich nahen Verbindungslinie 4 C4, der Punkte 4 und A, 
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auf der Kugel ist von der Länge des größten Kreisbogens 
ABA, um eine Größe verschieden, die unendlich klein 
höherer Ordnung ist, als der durchschnittliche Abstand 
irgend eines Punktes des größten Kreisbogens von dem 
ihm zunächst liegenden Punkte der Kurve A 04. 


Wenn man nun vonirgend einem Punkte A auf der Fläche 
eines dreiachsigen Ellipsoides in gleicher Weise nach allen 
Richtungen darauf materielle Punkte aussendet, auf welche 
sonst keine Kraft wirkt, als diejenige, welche sie zwingt, 
auf der Ellipsoidfläche zu bleiben, so schneiden sich alle 
Bahnen dieser Punkte, deren Gleichungen alle die Form 
der Gleichung 358) haben, nicht mehr nochmals in 
einem und demselben Punkte, sondern sie haben vis à vis 
vom Ausgangspunkte eine einhüllende, die sich nar dann 
auf den vis & vis von A liegenden Punkt reduziert, wenn 4 
auf einer der Achsen des Ellipsoides liegt. Das Stück jeder 
solchen Bahn, das zwischen A und irgend einem anderen 
Punkte A, der Bahn auf dem Ellipsoide liegt, ist so lange 
die absolut kürzeste Linie, die man auf dem Ellipsoide 
zwischen A und 4, ziehen kann, als beim Übergange von 
A nach 4, kein Berührungspunkt mit jener einhüllenden 
durchlaufen wird. Im letzteren Falle ist es noch immer 
ein Grenzwert, da, wie wir ın § 89 aus dem Prinzipe der 
kleinsten Wirkung bewiesen, die Bahn eines von keinen 
Kräften affizierten materiellen Punktes auf einer krummen 
Fläche immer ein Grenzwert sein muß. Es ist aber üblich, 
diese Bahn ohne weitere Erläuterung als eine kürzeste 
Linie auf der betreffenden Fläche zu bezeichnen und des- 
halb nennen wir auch alle durch die Gleichung 353) dar- 
gestellten Kurven kürzeste, loxodrome oder auch geodätische 
Kurven. Man sucht nämlich zu Schiff im allgemeinen in 
einer kürzesten Linie von der Ausgangs- zur Endstation zu 
steuern und in der Geodäsie wird die Entfernung zweier 
Orte der Erdoberfläche längs der kürzesten Linien gemessen. 


Die Abhängigkeit der Lage des betrachteten materiellen 
Punktes auf dem Eilipsoide von der Zeit erhält mau, wenn 
man den partiellen Differentialquotienten, der durch die 
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Gleichung 352) gegebenen Größe W nach «, gleich einer 


neuen Konstanten — -=+ setzt. Dadurch ergibt sich: 
[A Vida ES _VRda _ 4t 
Sa = CA PBR- 
b, Vos — o, hy b, Vo h — a 9 
Daraus folgt: 
354) _ Yan __ Vän -4 


ba Ya, — a, ie b,Yahı—a m’ 
während die Differentiation der Gleichung 353) liefert: 
355) Vais = Vh, a 0 i 

b, V a3 — @ ha b, V% hi — as 
woraus durch Quadrierung folgt: 
356) ET o a a ı BEBMNEER 
bi (@—o, a) bil hma) 

Multiplizieren wir das Quadrat der Gleichung 354) mit œ, 
addieren dazu das mit — «, A, å, multiplizierte Quadrat der 
Gleichung 355) und die mit «,(4, — 3) multiplizierte 
Gleichung 356), so ergibt sich mit Rücksicht auf die Defi- 
nition der Größen A durch die Gleichungen 346) 


‚ r 16 
AKI + AN= 


Es ist also 4x, das Quadrat des Bewegungsmomentes, 
also gleich m?c?. 

Die Geschwindigkeit e umgekehrt ist 2 Ya, /m, also 
während der ganzen Bewegung konstant, wıe es nıcht anders 
zu erwarten war. Der während der Zeit t zurückgelegte 
Bogen s der loxodromen Kurve ist also gleich cé und man 
erhält, wenn man in die Gleichung 353) s/c statt 2 schreibt, 
die Rektifikation der Krümmungslinien des dreiachsigen 
Ellipsoides. 


$ 66. Ein spezieller Fall des Dreikörperproblems. 


Wir wollen nun die Bewegung eines materiellen Punktes 
von der Masse m betrachten, welcher von zwei fixen 
Zentren P und P’ angezogen wird und zwar von jedem nach 
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dem Newtonschen Gravitationsgesetze. Wir bezeichnen 
die Länge der Geraden PP mit 2e, ihren Halbierungs- 
punkt mit O und betrachten zuerst den speziellen Fall, daß 
die Anfangsgeschwindigkeit zu Anfang der Zeit in der 
Ebene liegt, die man durch P, P und die Anfangslage des 
materiellen Punktes legen kann. Der Punkt bleibt dann 
immer in dieser Ebene. 

Wir wählen den soeben mit O bezeichneten Punkt zum 
Koordinatenursprunge und ziehen die Abszissenachse OX, so, 
daß der Punkt P auf der positiven Abszissenachse, der 
Punkt P’ auf der negativen Abszissenachse liegt, die 
Ordınatenachse OX, darauf senkrecht in der Ebene der 
Bahn, die Achse OX, senkrecht auf die Bahnebene. Der 
materielle Punkt befinde sich zur Zeit zım Punkte A, dessen 
rechtwinklige Koordinaten z,, 2,, z, seien. Es ist dann 
z =0. Wır konstruieren ferner ein elliptisches Koor- 
dinatensystem. Die Konstanten a, und a, desselben sind 
willkürlich, a, soll jedoch so gewählt werden, daß 


357) aame 


ist, daß also P und P’ die Brennpunkte der Ellipsen und 
Hyperbela sind, in denen die konfokalen Flächen zweiten 
Grades, welche d:e elliptischen Koordinaten definieren, von 
der z,2,-Ebene geschnitten werden. Die betreffenden 
elliptischen Koordinaten des Punktes A seien A, },, 4 Da 
für diesen Punkt q, = 0 ist, so ist auch , =—.a}. Die 
beiden zweischaligen Hyperboloide degenerieren in die r, z,- 
Ebene. Die Relationen zwischen z,, x, und },, A, finden 
wir, wenn wir in den Gleichungen 330), 331) und 332) 
setzen A, = — a?, wodurch wir wegen Gleichung 357) 
erhalten: 
etsi = (a? +À,) (a? +å), 
eè $ = — (a? + dn) (03 + 1,). 
Die Addition dieser Gleichungen liefert: 
TE ETET ETET 
daher 
zi +T? + e? = 2a +, +, [= w tw, 
Boltzmann, Mechanik II. 17 
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wenn wir 
= ẸŅa; tå, w, = ya, + 4 
setzen, wobei die Wurzeln immer mit positivem Zeichen zu 
nehmen sind. 
Bezeichnen wir die Abstände 4 P und AP’ mit r und 
r, so ist 


358) | 


eg ge 
r= Vei + xi e — 2er, =w, — t, 
r= Yri + r? + et 2er, =w, tw, 


Die Verzeichen sind richtig, da r, r, w, und w, positiv und 
mit Berücksichtigung des Vorzeichens A, > A,, daher auch 
w, >w, ist. Wenn k und X Konstanten sind, so ist die 
Kraftfunktion in diesem Falle: 


Væ- - —- a2 en 
r r wz — w3 lg — 4; 

die lebendige Kraft ist 

as ER - 23n Yes WERE E 0 E 

P ra Be air; HARA er ($ +4). 

4, und <4, erhält man, indem man wieder in den Formeln 335) 
setzt 2, =— at, wodurch folgt: 

A? = 


-a E A= ls — h 
2 e taa + 3 f aa E h) 


Ferner ist statt q, und q, zu setzen OW/OR, und d WJ h. 
Es wird also 


eat) - 


una] 


Bevor wir dies in die Hamiltonsche partielle Diferential- 
gleichung 301) substituieren, wollen wir für A, und A, die 
Variabeln w, und w, einführen. Ferner wollen wir noch 
setzen: 


359) W=at+W,+#, 


wobei W, nur Funktion von 2, oder w,, W, nun Funktion 
von 3, oder w, sein soll. Es wird 
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A E 2 
2m a (w; — wi) r e — u) +w — el“ Ta, En 
1 


d 18 


+ 2mik — kw, — 2mik i- k)w, = 0 

und man kann setzen 
aid W: 
Ci 7 Ur 


2 
(w? — ) =0,+?2m(k— kw, — 2me, w 


nfd Wa? 2 
(r? — 3) =— u, +2m(k + kw, — 2ma, w. 


Die durch diese Gleichungen definierten Funktionen 
W, und W, sind elliptische und zwar erscheint W, zunächst 
als Funktion von w, IP, als Funktion von w,; beide künnen 
daher vermöge der Gieihungen 358; auch leichi als 
Funktionen von r und r ausgedrückt werden. Die Sub- 
stitution in Gleichung 358; liefert zunächst W., Dessen nach 
«, genommener partıeller Differentialquotient liefert gleı h 
einer neuen Konstanten gesetzt die (Gleichung der Babn, 
wogegen man den zeitlichen Verlauf der Bewegung erhält, 
wenn man den partiellen Differentialquotienten von W 
nach æ, gleich einer abermals neuen Konstanten setzt. 

Wir wollen nun wieder die Bewegung eines materiellen 
Punktes von der Masse m, der gegen zwei fixe Anziehungs- 
zentra P und P’ mit der Kraft kır? resp. Kr? gezogen 
wird, betrachten, wobei wieder r und r de Entfernungen 
des materiellen Punktes zur Zeit £ vou P resp. P’ sind. 
Es soll aber die Richtung der Anfaugsgeschwindigkeit des 
materiellen Punktes nicht in der durch seine Anfangslage 
und P und P’ hindurchgehenden Ebene liegen. 

Wir wählen wieder den Halbierungspunkt der Ge- 
raden PP‘, deren Länge wir mit 2e bezeichnen, zum Kovor- 
dinatenursprunge, ziehen von O gegen P die positive Ab- 
szissenachse U X,, außerdem ziehen wir aber noch zwei 
beliebige fixe Koordinatenachsen O Y und OZ auf OX, 
senkrecht im Raume. Zudem wenden wır noch eine he- 
wegliche UOrdinatenachse O X, an, welche stets senkrecht 
zu OX, immer in der durch OX, und die augenblickliche 
Lage A des materiellen Punktes m gehenden Fhene X, O X, 
liegen soll. 


17* 
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Die Koordinaten des Punktes A bezüglich des be. 
weglichen Koordinatensystemes OX, und OX, sollen mit 
z, und z, bezeichnet werden. Der veränderliche Winkel 
zwischen den Geraden OX, und OY, also zwischen der 
fixen zy-Ebene X, OY und der beweglichen xy-Ebene X,0X, 
soll mit 2 bezeichnet werden. Dieser Winkel bestimmt 
die Lage der beweglichen xy-Ebene, während x, und z, die 
Lage des Punktes A auf derselben bestimmen. Durch die 
drei Variabeln z,, x, und :* wird also die augenblickliche 
Lage A des materiellen Punktes im Raume eindeutig be- 
stimmt. 

Das Verhältnis der Variabeln },, A, zu m, 2, drückte 
in der eben gelösten Aufgabe eine rein geometrische Be- 
ziehung aus, welche bloß auf die Lage in der z,x,-Ebene 
Bezug hat und ganz davon unabhängig ist, ob diese Ebene 
fix ist oder sich bewegt. Die geometrische‘ Lage des 
Punktes A auf der X, OX,-Ebene ist aber jetzt genau 
dieselbe, wie früher, als sich der materielle Punkt in einer 
Ebene bewegte. Wir können also jetzt wie damals die 
Variabeln }, und A, statt =, und z, einführen. Es werden 
alle Gleichungen zwischen diesen vier Variabeln, welche 
sich auf die geometrische Lage des Punktes A auf der 
X, OX,-Ehbene beziehen, vollkommen unverändert bleiben. 
Setzen wir wieder 

a +à, =w, a th =w, 
so wird wieder 
A A 2 DR (k — k) wa — (k + k) ws . 
r ro w3 — w3 

Die Bewegung des materiellen Punktes während der 
Zeit dt kann in drei Komponenten zerlegt werden: 

1. Es wächst z, um dz, Dadurch verschiebt sich der 
Punkt um das Stück dx, in der Richtung OX, 

2. Es wächst x, um dz,, dadurch verschiebt sich A 
um das Stück dz, in der Richtung OX,- 

8. Es wächst } um dY. Die Verschiebung, welche 
durch diesen Umstand allein bewirkt würde, steht senkrecht 
auf den beiden früheren dz, und dz, und kann als ein 
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unendlich kleiner mit dem Radius z, beschriebener, dem 
Zentriwinkel dÝ gegenüberliegender Kreisbogen von der 
Länge zd? betrachtet werden. Der gesamte vom materiellen 
Punkte während der Zeit dt beschriebene Weg ist also 


ds= Vaz! +da +23d9*. 
Nun bleiben aber die geometrischen Beziehungen 
zwischen A,, A,, 2, und z, dieselben, daher ist 


4(dz? + da?) = A2d + Atd 


und wenn man wieder die Differentialquotienten nach der 
Zeit durch un Striche markiert 


iz = VUN tA tF, 
daher: 


2) = FEALE + 4 440299, 


woraus sich die den generalisierten Koordinaten à, 2, 
Ý entsprechenden Momente gleich 
9, = 4mA4; Ku 9,=1mA,; Kr g=mr P 
und daher 
an (N 1 d 4 
T= z(a +4 +) 


ergibt. Ehe wir dies in die Hamiltonsche partielle 
Differentialgleichung 


substituieren, haben wir darin für q,, 9, qa die partiellen 
Differentialquotienten des W nach den Koordinaten, also 
ô Wô, ô W/O, und ô W/0 2 einzusetzen. Wır wollen 
für A, und A, die Variabeln w, und w, einführen, er- 
halten also 

w 1 ôW ôw_ 1 ôW 

öh 2w, ðw, Öh u dw 


Diese Werte nebst ô W/0% sind in T für q,, q, und q, zu 
schreiben. Ferner ist 


262 V. $66. Dreikörperproblem. [GL 359. 


2 ls — hs w3 — w3 
A, = (a? + l)la? + 4) wiwi — eh’ 
A= ls — h Een wi — wj j 

2 (æ +h)lu3 + A) wi (w3 — e?) 

L e? e 

23T taea o oA 

e? [ 1 ł 
T wy w p= ver BE ET a 


Endlich wollen wir noch setzen 

W=at+ a’ + W, + W, 
wobei W, nur Funktion von A, resp. w,, W, nur Fuuktion 
von 4, resp. w, sein soll, so daß 


ôw ð w aw aW, ów aw 
— = :— = —— = 
Ô tor dw, ` dm d w, 


wird. Es verwandelt sich schließlich nach Multiplikation 
mit 2m(w} — w,) die Hamiltonsche partielle Differential- 
gleichung in folgende (sleichung: 


zNa id W, 2 ài 
ae rt 


w3 -e uwi—e 
+2m(k — k)w, + 2mik + kjw, + 2m a w, — 2m u wi =0. 
Zu dieser Gleichung addieren und subtrahieren wir eine 


dritte Konstante «, und spalten sie dann in die beiden 
Gieichungen: 


A ET aat ` 3 eu 
(w; — 2) = 2m(k — kiw, — ma, wi — Fre +e, 
; am: , eaj 
(w3 — rei = 2m(k+ K)w,— 22mg, w? E +a. 


Aus diesen Gleichungen folgt W, als ultraelliptische Funktion 
vou w, und W, als ebensolche Funktion von w, Die 
beiden Gleichungen der Bahn erhält man, wenn man die 
beiden partiellen Differentialquotienten des W nach «, 
und «, je gleich zwei neuen Konstanten 3, und /, setzt, 
den zeitlichen Verlauf der Bewegung aber erhält man, indem 
man den partiellen Mitterentialuotienten des W nach «, 


G1.359.] VI. $67. Beziehung zur Variationsrechnung. 263 


gleich einer letzten Konstanten 9, setzt. Natürlich besteht 
die Gleichung der lebendigen Krait und die auf die yz- 
Ebene bezügliche Flächenmomentengleichung, mit deren 
Deduktion aus unseren Schlußgleichungen ich mich aber 
nicht aufhalten will. 


VI. Methode der Variation der Konstanten. 


$ 67. Beziehung dieser Methode zu der der Variatiens- 
rechnung der reinen Mathematik. 


Schon in $ 8, in dem nächsten auf Entwicklung der 
Gleichung 53) folgenden Abschnitte, beschäftigten wir uns 
mit der Idee einer fortgesetzten Variation, bis man zu 
einem um Endliches verschiedenen Zustande gelangt. Im 
IV. Abschnitte hatten wir es dann sehon ‘wiederholt mit 
dem Begriffe des allmählichen Überganges der rein mathe- 
matischen Variation in eine kleine, durch phyrikalisehe 
Ursachen bewirkte wirkliche Änderung der Bewegung zu 
tun. Damit ist aber Bedeutung dieses Begriffes für die 
theoretische Physik noch lange nicht erschöpft. 

Es gibt nämlich keinen einzigen Naturvorgang, welcher 
sich in so einfacher Weise abspielen würde, daß er absolut 
exakt in Gleichungen gefaßt werden könnte. Glücklicher- 
weise ist jedoch häufig eine der wirkenden Ursachen bei 
weitem die ausschlaggebendste und man kann die Bewegung, 
welche durch sie allein erzeugt würde, in Gleichungen 
fassen, welche die wirkliche Bewegung angenähert dar- 
stellen und gewisse Integrationskonstanten enthalten. 
Die übrigen wirkenden Ursachen werden dann als solche 
betrachtet, welche jene einfache Bewegung stören und die 
Werte der Integrationskonstanten kontinuierlich langsam 
verändern. Diejenige einfache Bewegung, welche eintreten 
würde, wenn zur Zeit 2 plötzlich alle Störungen aufhören 
würden, und welche mit denjenigen Werten der Integrations- 
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konstanten fortginge, welche diese bei der wirklichen Be- 
wegung gerade zur Zeit # haben. heißt die oskulierende ein- 
fache Bewegung. 

Diese Methode der Lösung komplizierter Probleme 
heißt die Methode der Variation der Konstanten. Ihre 
Durchführbarkeit beruht darauf, daß alle Ausdrücke nach 
Potenzen der als sehr klein betrachteten Störungen ent- 
wickelt werden und zuerst alle Potenzen mit Ausnahme der 
ersten vernachlässigt werden. Ist diese Rechnung durch- 
geführt, so können dann die Glieder zweiter Ordnung eben- 
falls berücksichtigt werden u. s. f. 

So ist ın erster Instanz die Wirkung aller Kräfte eine 
Störung und die geradlinige, gleichförmige Bewegung, welche 
eintreten würde, wenn in einem bestimmten Momente alle 
Kräfte aufhören würden, die oskulierende. Ein geworfener 
Körper (Geschützprojektil) beschreibt in erster Annäherung 
die Fallparabel, die Störung durch den Luftwiderstand 
wird als klein betrachtet. Reibung, Mittelswiderstand, 
elastische Nachwirkung, elektromagnetischa Dämpfung 
werden als kleine Störungen bei den Schwingungen von 
Pendeln, Magneten, bei akustischen und elektromagnetischen 
stehenden Schwingungen betrachtet. Die erste Anwendung 
und höchste Vollendung erfuhr jedoch diese Methode in 
der Astronomie, wo man die Bewegung jedes Planeten, 
Mondes oder Kometen unter dem Einflusse seines Zentral- 
körpers als dessen ungestörte Bahn, die Einflüsse aller 
übrigen Himmelskörper aber als kleine Störungen derselben 
betrachte. Obwohl uns daher hier die astronomischen 
Aufgaben ferner liegen, so werden wir doch nicht umhin 
können, sie als Musterbilder für eine Rechnungsmethode, 
die auch in der übrigen Physik täglich häufiger in An- 
wendung kommt, hier in den Vordergrund zu rücken. 

Die beschriebene Methode der Variation der Konstanten 
scheint der Idee nach grundverschieden von der in § 1 
definierten und in den folgenden Paragraphen verwendeten 
Variationsmethode der reinen Mathematik. Praktisch sind 
beiden Methoden die nächsten Verwandten, da beide auf der 
Voraussetzung beruhen, daß die Variationen so klein sind, 
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daß man die Glieder erster Ordnung für sich, die zweiter 
davon getrennt wiederum für sich ete. betrachten darf. 

Wir wollen nun die Methode der Variation der Kon- 
stanten näher folgendermaßen definieren: Es sei die Be- 
rechnung der Bewegung eines mechanischen Systems, in dem 
Kräfte tätig sind, die eine gewisse Kraftfunktion V haben, 
gelungen. Die Lösung enthalte die nötige Zahl von Inte- 
grationskonstanten. Es soll daraus, dadurch daß man statt 
dieser Integrationskonstanten Funktionen der Zeit sub- 
stituiert, die Lösung einer anderen Aufgabe abgeleitet 
werden, wobei dasselbe mechanische System sich unter dem 
Einflusse von Kräften bewegt, welche eine etwas von V 
verschiedene Kraftfunktion 7+ Q haben. Wir wollen 
dieses Problem zunächst nach der Lagrangeschen Methode 
behandeln. 


& 68. Lagranges Hilfssatz. 

Wir leiten vorerst eine allgemeine Relation ab. Es 
sei genau wie in § 35 ein beliebiges mechanisches System 
gegeben, das durch die generalisierten Koordinaten p,, p,---?, 
bestimmt ist. Wir setzen Einfachheit halber voraus, daß 
zwischen diesen keine Bedingungsgleichungen bestehen und 
eine Kraftfunktion V existiert, welche nur die Koordinaten 
und eventuell die Zeit enthält. Wir bezeichnen wie früher 
mit p' die Geschwindigkeiten, mit g die Momente, mit 7 die 
lebendige Kraft, welche wir bei Bildung der partiellen 
Differentialquotienten als homogene quadratische Funktion 
der Geschwindigkeiten ausgedrückt denken und setzen 
H= T— V. Dann lauten nach 74) und 286) die Bewegungs- 
gleichungen: 

d/öH\ ðH 


AL e BA PE = ...S. 
360) a) 2E h=? 


Aus diesen Bewegungsgleichungen können die Koordinaten 
als Funktionen von der Zeit ? und 2s Integrationskon- 
stanten C,, O- -- C2, gefunden werden. Wir wollen nun den 
Werten sämtlicher Integrationskonstanten unendlich kleine 
Zuwächse 60,90, ...öC,, erteilen. Dadurch werden die 
zu irgend einer Zeit gehörigen Werte der Koordinaten, 
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Geschwindigkeiten, Momente sowie alle Ausdrücke, welche 
Funktionen dieser Größen und der Zeit smd, ebenfalls 
unendlich kleine Zuwächse erfahren, die wir durch ein vor- 
gesetztes ð hezeichnen wollen. Jeder derartige Ausdruck @ 
kann, wie die Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente 
selbst, als Funktion von i, €, C,... C2, ausgedrückt werden 
und es ist 


G= Staa. 


Die den Werten C+ ôC der Integrationskonstanten 
entsprechende Bewegung ist also eine spezielle variierte 
Bewegung im mathematischen Sinne der Variationsrechnung 
und wir knüpfen hier die Theorie der physikalischen nicht 
strenge unendlich kleinen Variationen vollständig an die 
der mathematischen Variationen an. 

Wir wollen nun noch ein zweites Mal den Integrations- 
konstanten C}, C, ... C2, beliebige andere, von den ó C voll- 
ständig unabhängige, unendlich kleine Zuwächse 4 0. 
4(,...40,, erteilen. Dann ist ebenso der dadurch er- 
zeugte Zuwachs des zu irgend einer Zeit gehörigen Wertes 


von @ 
2ı 
a G 
åa = =r A 
Bre 


Der Zuwachs, welchen ó G erfährt, wenn man darn die ôC 
und natürlich immer Z unverändert. aber die C um JC 
wachsen läßt, soll mit 466, der von 4 G, wenn man bloß 
die C um ðC wachsen läßt, mit ð 4A GQ bezeichnet werden. 
Dann ıst offenbar 


2s 2a 
; sidos S See. 
361) A5G=94G PPA ra 36,40. 


Lassen wir in ó H/öy’, oder ö H/ð p, die C und ô C wachsen, 
so erhalten wir die Größen 
ö ð E 


ôH 
ETA und de T 
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und da die ôC von der Zeit ganz unabhängig sind, so folgt 
aus 360) 
ô H 


an T S 
Ebenso folgt 
d ô H 
et 4 un 


Wir subtrahieren die zweite dieser beiden Gleichungen von 
der ersten, nachdem wir die erste mit Æp, die zweite 
mit öp, muitipliziert haben. Wenn wir noch 

s êH ddp _ jH dòm _,0H 
pn dt op, dt Ô Ph 


einmal addieren, dann subtrahieren. so erhalten wir 


d „OH ëH 
— (and — DEESA = 


áp 42 LA 


Ö 


i ôH „IŽE _ 5,428 u 


Wir wollen hier dem A alle Werte erteilen und alle so 
erhaltenen Gleichungen addieren. Da die durch ö und 4 
angezeigten Variationen vollständig voneinander unabhängig 
sind, so ist die Summe der beiden positiven Glieder, die 
man so rechts erhält, nichts anderes als ĝ 4 H, die Summe 
der beiden negativen aber nichts anderes als — JöH. Da 
nun diese beiden Größen nach 361) untereinander gleich 
sind, so verschwindet die rechte Seite und es wird 


ex OH d x~ 


Da FV die Geschwindigkeiten nicht enthält, so ist ô H/ôp', = 
öT/öp,= ga, daher kann man die letzte Gleichung auch 
so schreiben: 


d 5%, , 
382) a Zum da Indn=0. 
Aus der Größe 


363) Dim, 99 — Aa dm) 
1 
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muß also, wenn man alles durch die C und deren Varia- 
tionen und die Zeit ausdrückt, die letztere herausfallen. 
Diese Größe kann so ausgedrückt nur Funktion der C und 
deren Variationen sein, Die letzteren enthält sie natürlich 
so, daß jedes Glied ein C und ein AC als Faktor hat. 

Um zu zeigen, wie einfach der Sinn dieser Betrachtungen 
ist, wollen wir sie an einem ganz leichten Beispiele er- 
örtern. Bestehe unser System aus einem einzigen materiellen 
Punkte von der Masse eins, dessen Abszisse p sei und der 
sich auf der Abszissenachse unter Einfluß einer Kraft — a?p 
bewegt, die ihn gegen den Koordinatenanfangspunkt zieht 
und deren Intensität der Abszisse » proportional ist. Dann 
ist p = Q sin(at + C} p = a C, cos(at + O) 


p = ÒC, sin (at + C) + O, ô O, -cos(at + G,) 
Ôp = aô C, cos(at + C,) — a O, ô C, sin (at + O) 


364) è 
áp = d C sin (at + C) + C, 40,-cos(at + C) 
Ap'= æA C, cos(at + 0,)— a C, AO, -sin (at + O), 
daher 


Aðp = C, * A O cos(at + 0,) + ò C, A C, cos (at + 0) — 

— C, ô C, A O, sìn (at + C,) 
und derselbe Wert folgt für ö4p. Es ist g =p. Die 
Gleichung 362) besagt daher, daB Apöp— öp Ap die Zeit 
nicht enthält, sondern nur Funktion der Integrationskon- 
stanten und ihrer Variationen ist. In der Tat folgt aus 364) 

dApôp' — òp Ap = a C (8 C, A O, — A C, ô O,) 
Wir wollen nun zur Methode der Variation der Konstanten 
übergehen. 


& 69. Lagranges Methode der Variation der Konstanten. 


Es seien die 
365) p, p und g 


als solche Funktionen der Zeit ¿ und von 2s Integrations- 
konstanten C gefunden, daß die Gleichungen 360) erfüllt 
sind, in denen die Kraftfunktion V einen bestimmt gegebenen 
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Wert hat. Wir nennen die durch diese Werte der p be- 
stimmte Bewegung die ungestörte. Nun sollen zu den 
während derselben wirkenden Kräften noch sehr kleine, die 
störenden hinzukommen, wodurch der Wert der Kraftfunktion 
von Fin V+ Q übergehen soll. Q ist natürlich im all- 
gemeinen eine Funktion der Koordinaten und der Zeit, 
deren Wert aber immer klein sei. Die unter der Mit- 
wirkung dieser störenden Kräfte stattfindende Bewegung 
nennen wir die gestörte. 

Die Gleichungen 360°) für dieselbe unterscheiden sich 
von den Gleichungen 360) bloß dadurch, daß F+ Q2 an 
die Stelle von F tritt und wir stellen uns die Aufgabe in 
die Werte 365), welche die Gleichungen 380) für die un- 
gestörte Bewegung befriedigen, statt der Konstanten C solche 
Funktionen der Zeit zu setzen, daß die hierdurch erhaltenen 
Variabeln 
366) 5 P, g 
die Gleichungen 360*) für die gestörte Bewegung erfüllen. 

Da nun die C variabel sind, so werden sie während 
der Zeit dt gewisse Zuwächse dC., d@,...dC,, erfahren 
und wir wollen den Zuwachs, den irgend eine Funktion der 
Variabeln 365) dadurch erfährt, daß man darin bloß den C 
diese Zuwächse erteilt, durch Vorsetzen des Zeichens d, 
ausdrücken. Dieser Zuwachs ist bloß durch eine kleine 
Veränderung der Werte der Integrationskonstanten ent- 
standen und hat daher ganz die Eigenschaften der früher 
mit ð oder 4 bezeichneten Zuwächse. Dann ist also 

d k d k a 

ht or ' 
wobei das erste Glied rechts den Differentialquotienten 
des p, nach der Zeit bei konstanten C ausdrückt. 

Es sollen nun die 2s Größen C so gewählt werden, 
daß für jedes A 


367) dı Ph = 0 


ist. Die physikalische Bedeutung der letzten Gleichung 
kann man sich folgendermaßen klar machen. Wenn man 
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aus den Variabeln 365) die Variabeln 366) bildet. d. h. statt 
der C diejenigen Funktionen der Zeit setzt, welche wir 
finden werden, so erhält man die gestörte Bewegung. Wenn 
man nun von irgend einer Zeit an plötzlich den C diejenigen 
konstanten Werte erteilt, welche sie gerade zu jener Zeit 
haben, so stimmen sowohl die Werte der p als auch der p 
genau mit jenen überein, welche diese Größen hätten, wenn 
die C variabel blieben. Man erhält also durch diese 
Operation die Bewegung, welche das System in der Folge- 
zeit machen würde, wenn zur Zeit ¿ ohne Änderung der 
Positionen und Geschwindigkeiten der Systempunkte die 
störenden Kräfte plötzlich aufhören würden. Mau nennt 
die Bewegung, welche dann einträte, die oskulierende un- 
gestörte Bewegung. 

Wenn z.B. V die Kraftfunktion der Sonnenanziehung 
auf die Erde, 2 die der anderen Himmelskörper ist, so 
liefert die plötzliche Konstantsetzung aller © die Ellipse, 
welche die Erde um die Sonne beschreiben würde, wenn 
plötzlich alle Störungen aufhörten. Noch einfacher: wenn 
wir das Übergewicht an der Atwoodschen Fallmaschine 
als Störung und Q als dessen Kraftfunktion ansehen, so 
erhalten wir durch plötzliches Konstantmachen der C die 
Bewegung nach Abheben des Übergewichts. 


Wir können daher die gestörte Bewegung so auffassen, 
als ob in jedem Zeitinomente die oskulierende ungestörte 
Bewegung statthätte. sich aber deren Integrationskonstanten 
allmählich mit der Zeit ändern würden; z. B. die gestörte 
Erdbahn so, als ob sich die Erde immer in einer Ellipse 
um die Sonue bewegte, deren Achsen, Ebene etc. sich lang- 
sam anderten, den freien Fall so. als ob die Bewegung in 
jedem Augenblicke gleichförnig wäre, aber die Geschwindig- 
keit sıch mit der Zeit änderte. 

Die Variabeln 366) sollen nun der Gleichung 360%) 
genügen, welche man aus 360) erhält, wenn man VT+ Q 
statt F substituiert und welche wir so schreiben können: 


a7 ð ö EE 


d 
dt ðpn Öp EFA dpa 
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Die Querstriche drücken aus, daß überall die Variabeln 366) 
statt 365) substituiert sind Nun sind sowohl die 5 als 
auch die 5’ genau so wie die p und p’ aus der Zeit und 
den C zusammengesetzt; nur daß in den ersteren die Ç als 
Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Daher sind auch 
F, T, ôV|ðp, ATjðp, und Töp, die gleichen Funk- 
tionen der Zeit und der C wie die entsprechenden un- 
gestrichenen Größen; nur daß wieder die C Funktionen der 
Zeit sind. Dies muß bei Bildung von -4 En beachtet 
werden. Wir denken uns daher in ô T/ô p’, die p und p’ als 
Funktionen der Zeit und der C ausgedrückt und bezeichnen 
durch Weglassung des Querstrichs ihren Differential- 
quotienten nach der Zeit bei konstanten C. durch das vor- 
gesetzte d, aber den Zuwachs, der durch bloße Veränderung 
der C eintritt, also die Eigenschaften des früher durch das 
Zeichen Ö oder z} ausgedrückten Zuwachses hat. Dann 
ist also 


Substituieren wir alle diese Werte in die Gleichung 360*), 
so folgt: o 
u A E aan E, 
Denken wir uns nun die p und p' als Funktionen der 
Zeit und der C ausgedrückt, so sind die in dieser Gleichung 
vorkommenden Größen 
aor 5 
dt par © Pa 


identisch ebenso aus ż¿ und den C zusammengesetzt, wie die 
Größen 

öv 

ni = und vr 


> 
% 
ù 


der Gleichung 360). Letztere Größen erfüllen aber dann 
letztere Gleichung identisch, d. h. für alle Werte der C und 
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des i. Daher tilgen sich auch die entsprechenden Glieder 
identisch in der Gleichung 368) und diese reduziert sich auf 


a ôT __ DR, 
369) ara Oh 


Da nun Q ein kleines Zusatzglied ist, so werden sich 
auch die Werte der Variabeln 366), wenigstens wenn die 
verstrichene Zeit nicht zu lange ist, nur wenig von denen 
der Variabeln 365) unterscheiden. Wir können daher an- 
genähert in der ohnedies kleinen rechten Seite der letzten 
Gleichung letztere für erstere schreiben und die C konstant 
ansehen und erhalten: 

da ar aR 

i ar ap T 7 

Dies sind s lineare Gleichungen zwischen den Größen 
adC/dt. Die Gleichungen 367) stellen nochmals s lineare 
Gleichungen zwischen denselben Größen dar, so daß alle 
diese Größen als Funktionen der Zeit bestimmt werden 
können. Ihre Werte für eine bestimmte Zeit stellen die 
2s Integrationskonstanten dar. 

Die 2s linearen Gleichungen für die dC/di werden 
am leichtesten auf einem Umwege gelöst. Wir erteilen zu 
diesem Behufe bei der ungestörten Bewegung den C ganz 
willkürliche unendlich kleine Zuwächse 40,, 40,... A O, 
und bezeichnen den Zuwachs, welchen die Variabeln 365) 
und irgendwelche Funktionen derselben dadurch erleiden, 
durch das vorgesetzite 4. Wir multiplizieren ferner die 
Gleichung 369) mit 4p, die Gleichung 368) mit — 49, 
und addieren alle diese Gleichungen, in denen dem k alle 
Werte von 1 bis s zu erteilen sind, dann folgt: 


370) lan -4a $2) =- Dan 4n = —42. 

Hier wurde wieder q, für $ T/öp‘, geschrieben; ferner be- 
deutet links die Größe d, q, den Zuwachs, den g, erleidet, 
wenn die C irgendwelche Zuwächse d C,, d(,...dG,, er- 
fahren, hat also denselben Sinn, wie die in 362) mit ôq, 
bezeichnete Größe. Nur daß bei d, q, die Zuwächse der C 
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mit dC, bei óg, aber mit C bezeichnet wurden, Ja es 
sind diedC im Grunde auch willkürlich Zuwächse, da ja 2 
ganz nach Belieben gewählt werden kann. 

Es wird daher nach Gleichung 362) der Ausdruck 


hæs 


371) > (4Apıd, an — 49,4,2,)» 


h=l 


wenn man alle p, p’ und g durch die C und t ausdrückt, 
nur eine Funktion der Integrationskonstanten C und ibrer 
Zuwächse 4 C und gC sein können. Natürlich muß er so- 
wohl bezüglich der dC als auch bezüglich der 4C linear 
und homogen sein, wie der Ausdruck 363) bezüglich der 
öCund JC. Auch rechts können wir in Gleichung 370) im 
Ausdrucke für Q die p durch die C und t ausdrücken. Da 
42 der Zuwachs ist, der bloß dadurch entsteht, daß die 
C um die d C wachsen, so ist 


2: 
2 


2R= = 80 


40, 


Nun sind aber die 4 C vollkommen willkürlich. Wir können 
daher links und rechts dıe mit je einem 4 C multiplizierten 
Glieder für sich einander gleich setzen. Wir erhalten so 
jedes ð Q/ðC als lineare Funktion der d C/dt, deren Koef- 
fizienten nicht die Zeit, nur die C enthalten, da die ganze 
linke Seite der Gleichung 370) die Zeit nicht enthält. 
Durch Auflösung dieser Gleichungen nach den dC/dt er- 
halten wir umgekehrt letztere als lineare Funktionen der 
90/0 C, deren Koeffizienten natürlich wieder nur die C, 
nicht die Zeit enthalten. 

Die letzteren Gleichungen erhalten wir noch kürzer in 
folgender Weise: Wir bezeichneu die Werte der p und q 
für die Anfangszeit mit p und q. Wir können dieselben als 
die Integrationskonstanten C wählen, also die Variabeln 365), 
und daher auch die Größe Q der rechten Seite der 
Gleichung 370) durch ż und die p, q ausdrücken. Da 42 
der Zuwachs ist, den diese Größe bloß dadurch erfährt, daß 
die Integrationskonstanteu die mit 4 bezeichneten Zuwächse 
erfahren, so wird dann: 

Boltzmann, Mechanik U, 18 
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an,‘ 
372) 402= D(F An + 749). 
1 


Die Iınks Seite der Gleichung 370) reduziert sich für die 
Anfangszeit auf 


d, p» 
373) I (1m, 4% - 40, >) 


und da sie die Zeit nicht explizıt enthält, muß sie zu allen 
Zeiten diesen Wert haben. 

Der Index 1 beim Differentialzeichen kann jetzt weg- 
bleiben, da p, und q, die Integrationskonstanten selbst sind, 
also von den Veränderungen, die sie erleiden, wenn man 
unter Konstanthaltung der Integrationskonstanten die Zeit 
wachsen läßt, keine Rede sein kann. Man erhält also, wenn 
man in 370) die Werte 372) und 373) substituiert: 


ld ôR dm 3R 
Rod! ı te = la a = 
Alt, Eee (F aal daj =o 


und da die Werte sämtlicher Integrationskonstanten und 
daher auch der mit 4 bezeichneten Zuwächse derselben 
willkürlich sind, so folgt 


Wollen wir lieber irgendwelche andere Integrations- 
konstanten C., ©, O, ... Cp, einführen, so können wir diese 
als Funktionen der p, q und umgekehrt ausgedrückt denken. 
Es ist also 


d C; _ 3 ð Cr dYa ð Cr dan 
en E dT T öh ze) 


4 


daher nach Substitution der Werte 374) 


. 


dla _ IUIN ILH 
(on oa 26 u) 


dp, da, Ô An OPa 4 
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Nun ist aber 
23 2a 
R QIRIQ N KANIO 
mT 


815) TC, Tp Ta T TO Da 
daher 

2: 

d C; GEN 

376) T= DOTE 

1 
wobei symbolisch gesetzt wurde 

na 8090 

s Ge e aa m 
aus welcher Definition folgt: 
378) (C O= (00) Q 0)=0. 


Wir haben bewiesen, daß die Koeffizienten der Glei- 
chungen, welche die dC’/dt durch die 0 RJC ausdrücken, 
nur Funktionen der Integrationskonstanten sein können, es 
sind also die (C, G) konstante Größe. Natürlich ist der 
Zeitanfang vollkommen willkürlich; man kann also statt der 
p, q wieder die zu einer beliebigen Zeit t gehörigen Werte p, q 
setzen. Die Größe 


„_ Sl 80 _398G 
29) (9 O= Dlan in in 32) 


ist daher mit 377) vollkommen identisch und ebenfalls nur 
Funktion der Integrationskonstanten oder eine reine Kon- 
stante. Wenn daher y=C, und w = O, zwei beliebige 
Integrale der Bewegungsgleichungen 360) sind, wobei p und 
w Funktionen von ¿ und den p und g sind, so muß der 
Wert der Größe 


. St /ðp y ðçð 
(C. =p = 5) 
1 


wieder von der Zeit unabhängig sein. 
Dieser Satz wurde von Poisson gefunden. Jacobi 
erkannte, daß er auch zur Ableitung eines neuen lntegrales 
18* 
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aus zwei gefundenen benutzt werden kann. Sobald nämlıch 
aus (y, y) nicht alle p und q ıdentisch herausfallen, so wird 
immer die Gleichung 

(p, w) = konst. 


von denjenigen Werten der p und g, welche den Bewegungs- 
gleichungen 360) genügen, erfullt. Diese Gleichung ıst also 
jedenfalls eın Integral der Bewegungsgleichungen. Sie ınuß 
aber nicht ein neues sein. Sıe kann auch eine Kombination 
der beiden benutzten Integrale œ = C,, W = C, sein. so daß 
sie von allen Werten der p, q, welche diesen Gleichungen. 
genügen. ebenfalls erfüllt wird. Sie kann auch ein anderes 
schon bekanntes Integral sein. 


§ 70. Beispiele. 


Sei ein System materieller Punkte gegeben, für welches 
bezüglich zweier Koordinatenachsen, z. B. der z- und y-Achse, 
die Gleichungen des Flächenprinzips 


380) bi m,n Za — aY) = a, DA m, (aTa Ta'a =b 


gelten. Dann können wir diese beiden Ausdrücke als ø 
und y, die rechtwinkligen Koordinaten aber als p wählen. 
Es reduziert sich (p, y) auf 


1 /da ðb ða öl ST ‚ , 
= (35 -47-3 M, lE, Y n  mE)- 
: 1 

Da dieser Ausdruck nach dem Poissonschen Satze kon- 
atant sein muß, so lehrt dieser, daß, wenn für ein System 
die beiden Gleichungen 380) bestehen, daraus die Richtig- 
keit der analogen Gleichung für die dritte Koordinaten- 
achse folgt. 

Hat man aus 376) die p in weıterer Annäherung ge- 
funden, wobei rechts die C als konstant betrachtei werden 
konnen, da ılıre kleinen Änderungen mit den kleinen Grüßen 
ő Q/öC multipliziert sind, so erscheinen daselbst zu den Inte- 
grationskonstanten gewisse kleine Funktionen der Zeit addiert. 
Man kann diese korrigierten Werte in Q emsetzen und nach 
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Potenzen der neu hinzugekommenen Glieder entwickeln. Man 
erhält dann zu dem Werte des 2, den wir bisher benutzten, 
noch ein Glied hınzu. Man kann nun wie früher die Inte- 
grationskonstanten wiederum so variieren, daß die Werte 
der p die Bewegungsgleichungen inklusire der neu hınzu- 
gekommenen Glieder erfüllen und schließlich in dieser Weise 
die Annäherung so weit treiben, als man will 

Als Beispiel betrachten wir wieder den Fall, wo die 
Abszisse p eines auf der Abszissenachse beweglichen mate- 
riellen Punktes durch die Gleichung 

902 


èp 
381) T=- ep- ar 


bestimmt ist. Das letzte Glied sei die störende Kraft. Für 
die ungestörte Bewegung ist 


382) P = peosat+ 1 sinat = Q sin (at +0,), 
g =p =— apsinát + qcosat = a C cos(at + 0). 
Daraus folgt: 

d,p = dy cosat + “Lsinat, Ap = Apcosat + 21sinar 
d, q=—adpsinal+dgcosat, Ag=—a Apsinai+Ageosat 
dadp—dpAg=dgdvy—daydy=— Adi, 
wobei in Q zu setzen ist p=pcosat+sinar. Daher folgt 


dp ÖR à 


aR 
383) dd dt 


Lautet die Gleichung 381) so: pr =— @& p + ffi, so ist 


Q =— pf) =— pf coset — ZfYanat. 
Es folgt daher aus 383) 
834) p= [rQsin(andı, q= [rWcostayat. 


Man sieht leıcht, daß die hier behandelte Methode in diesem 
einfachen Falle mıt der Methode identisch ist, nach welcher 
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aus dem allgemeinen Integrale einer linearen Differential- 
gleichung ohne zweiten Teil das der entsprechenden mit 
zweitem Teile abgeleitet wird und welche man gemeiniglich 
ebenfalls die Methode der Variation der Konstanten zu nennen 
pflegt. Wollte man die Konstanten C einführen, so wäre 


G=/r® tieer g + 


' ep Br 
C, = arctg 2- — at = arctg tab, 


rapaire 
(Os 0m (q; 0m 34 _3G G _ 
R = — C fisin (at +6). 
Die Gleichungen 376) gehen daher uber ın 


a __ 
rT aa 


= = 0 {0 g in lei +06,- 


385) cos(ai + Oz), 
Würde man aus den Gleichungen 385) C, und C, exakt be- 
stimmen und diese Werte in die Gleichung 381) substituieren, 
so würde man eine exakte Lösung der Aufgabe erhalten, 
dagegen mur eine angenäherte, wenn man die Gleichungen 385) 
dadurch in lineare verwandeln würde, daß man auf der 
rechten Seite dieser Gleichungen, wo noch der sehr kleine 
Fakta: ff) dabei steht, C, und C, als Konstanten ansähe. 
Jedenfalls aber erhält man eine exakte Lösung, wenn man 
die Werte 384) für p und q in die Formel 382) einsetzt, 


und 25 bloß als Funktion der Zeit gegeben ist- Enthält 


es dagegen noch p, so kann man folgendes sukzessives An- 
näherungsverfahren einschlagen. Man gibt den bisher mit 
p und q bezeichneten Konstanten den Index Null, den 
variabeln Größen, welche bei der zweiten Annäherung sich 
zu ıhnen dazu addieren, den Index Eins, denen die beim 
dritten Grade der Annäherung sich weiter dazu addieren, 
den Index Zwei etc. Dann ist in erster Annäherung 
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I 


= sin (a i), 


p = p cos (ai) + 
2 aber, welches wir als Funktionen von p und 2 in der 
Form Q(p, i) schreiben, gleich 
2 = 2 (p cos at + sinat, t}. 


Man erhält daher statt der Formeln 383) 
h =— fat 2, cos{ai), p = + fdtsinat g. 


Dabei sollen Q’. Q”... die sukzessiven partiellen Ableitungen 
des Q nach p sein. Der Index Null bedentet. daß hinterher 


% 


Pocosat +- sinai für p zu setzen ist. Es ist also in 


zweiter Annäherung 

P = (m +p)cosar + 2EM sinat 
und zu 4, tritt das Glied hinzu: 

fo, cos at + & sinat) Qe, = Q- 


Man erhält daher eine weitere Annäherung, wenn 
man zu p und q, noch die Größen p, und 4, addiert. 
Dabei ist: 


m= [at = = f dt Asin at |eosaı f 12, sinardt — 


= sin at ['@,cosatai] + far, [oos at far. sin*at— 
— sinai fdt Qi sinatcosat. 


Ein analoger Ausdruck folgt für q, = Je Der Wert 


++. 
P = (Pe + P, + pa) cosat + LELT sinat 


bildet also den dritten Grad der Annäherung. Die Inte- 
grationeu reduzieren sich, wenn 2 als Funktion von p und 
i gegeben ist, auf Quadraturen, die aber natürlich bald sehr 
weitschweiig werden. 
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§ Tl. Direkte Methode der Variation der Konstanten. 


Die bisher befolgte T,agrangesche Methode gewährt 
zwar manchen Einblick in den inneren Zusammeuhang; doch 
ist sie immerhin mehr indirekt. Wir wollen daher die im 
$ 6% gewonnenen Resultate unabhängig von der dortigen 
Beweisführuug nochmals ableiten. Wir führen sogleich die 
Variabeln p und g ein, schreiben also die Bewegungs- 
gleichungen für das unvariierte Problem in der Form: 


4 d Pr ð, E LEN R A 
Q SE EN SU urn 
386) di 8 9x ðt Ò Pr 
fúr das variierte aber in der Form: 
387) dp, ð E d Qa ð. E ö QR 


at oo Er Da OP 


wobei T die lebendige Kraft, V die Kraftfunktion des 
unrarüerten, V+ Q die des variierten Problems und 
E=T+7 ist. 


Es seien C.. €,...C,, willkürliche voneinander unab- 
hängige Kostanten, 
388) PPs 2 d =O k=1, 2...28, 


lie Integrale des umvariierten Problems also der Glei- 
chungen 386) so daß 


im, x init ne 
389) ât + I Ü qa Ô ua OP: 0 
L 


ist. Wir wolien nun die C, gleich solchen mit einer 
willkürlichen Konstanten vermehrten Funktionen der Zeit 
setzen, daß 388) die Integrale des variierten Problems, also 
der Gleichungen 387) werden. Aus 388) folgt zunächst: 


[2 


« dl, og (5z d Phr OP d Quò 
So Kur öp, At Ka 7 de)‘ 


Solange die C koustant sind, müssen die Gleich- 
ungen 388) die Integrale der Gleichungen 386) sein. Die 
bei Konstanz der C aus 388) gebildeten Werte von 
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Ê Ya Ò Ypa d ô 


——, 


ar Ia O Fa 
müssen daher die Gleichungen 389) identisch erfüllen. Unter 
Berücksichtigung dieses Umstandes erhält man, wenn man 
in Gleichung 390) für ZA und u ihre Werte aus 387) 


substituiert, was erlaubt ist, da ja die C so als Funktionen 
der Zeit gewählt werden sollen, daß die Gleichungen 387) 
erfüllt sind 


Dafür kann man auch schreiben: 


a N Ba AR öp ðN 
391) dt -2 om 3m Ip a = (pr 9), 


da ja R die g micht enthält, daher ð 29/ĝg, =O ist. Da 
Q klein ist, können in der letzten Gleichung rechts für p 
und g die für das unvariierte Problem geltenden Funktionen 
der Zeit gesetzt werden. Wir wollen nun die partiellen 
Differentialquotienten Ô œ, /Öp, - . . einfach mit ô C, [Op, -.- 
bezeichnen, um nicht beide Buchstaben œ und C mit- 
schleppen zu müssen. Daher schreiben wir auch in Glei- 
chung 391) 4 0, /öp, und 6 0,/0g, für 8 p Jð p, und pjo gy 

Denken wir Q durch ? und die C ausgedrückt, so wird 


=. tæa 
aa DREO R VILHA 
Ô Pa dad ð C: öp GEN dann °C, In 3 


daher verwandelt sich Gleichung 391) in 


d Cy 


Š aR 
392) 26 07 


wodurch die Gleichung 376) in einfachster Weise bewiesen 
ist. (Q.C) ist wie dort durch die Gleichung 379) gegeben. 
Doch haben wir hier keinen Beweis erbracht, daß nicht 
(C,, C) außer den C auch noch die Zeit explizit enthalten 
könne. Eshat jedoch keine Schwierigkeit diesen Beweis 
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ebenfalls direkt zu führen Seien ,=y(p,g,d) und 


C, = W (p, 4, ') zwei der Integrale 383), so ist nach 379) 
die Definition von (C,, C) die folgende: 


SI. öy _ e öy 
(C 0) = PAIR igm Im ze) 


daher ist 


nan S3 EE 


ð 


% 
og dt Op Op, di ne)» 


da p= C, ein Integral der Gleichungen 386) ist, so hat 
man analog mit 389) 


ðq öp OE _ ő p z=) = 
ADAE Ò q: du Op 0. 


Durch partielle Differentiation dieser identischen Glei- 
chungen nach p, oder y, folgt 


| a'g -Snu ðE  dg PE 


y | an Tmo am t Sa Ipap 
| _ õe E_p E 
UAII: dm ra 
êo er, do 3E ög PE _ 
395) PEZEN gög ÖP. Öp dpdm 


õp ðE öde PF 
-RI u Öp da iz) 
Anderseits folgt direkt, indem man wieder für dp,/dt 
und dg,/dt die Werte 386) substituiert: 


a Se 1 Er 2 
) DROP. 84 Prq Op, 


a = p gp ôE ô’ zZ): 
ïl In dd + Dlande Cr Ind op, 7 
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die Substitution der Werte 394) und 395) in diese Glei- 
chungen liefert: 


i-se E _ðp PE 
dt\ Ôp. - ‚94 öpdm dp TAT. 


(28) löse PE _ög zA 


PrE rE -— a e p __). 


Dgn) dad Og OPO Opi IpI 


: d [ôy d [ð y A 
Die Werte von ie) und At findet man, in- 


dem man w mit œ vertauscht. Sabstituiert man diese vier 
Werte in 393), so erhält man rechts eine Doppelsumme, in 
der sich, wie man leicht sieht, je zwei Glieder heben. Es 
folgt also d(C, C,/dt = 0, (Co O) kana die Zeit nicht explizit 
enthalten. 


8 72. Einführung der Hamiltonschen Konstanten. 


Wir haben das Problem jetzt in der allgemeinsten 
Weise gelöst und in den Gleichungen 392) ganz beliebige 
Integrationskonstanten eingeführt. Diese Gleichungen ver- 
einfachen sich, wie Jacobi gezeigt hat, enorm, wenn man 
solche Integrationskonstanten einführt. wie man sie bei der 
Integration der Differentialgleichungen 386) des ungestörten 
Problems nach der Hamiltonschen Methode erhält. 

Man hat da zuerst ein vollständiges Integral der 
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 


ô wW 


FTE +E=0 
zu suchen, welches s voneinander unabhängige Kon- 
stanten &,, &, ...«, enthält, von denen keine additiv zu 
W hinzukommt. Die Gleichungen 
ow ðs w CRUA 
396) Ja “le Te Pre Fa mh 


sind dann Integralgleichungen der Gleichungen 386), d. h. 
sie drücken die p als Funktionen der 2s willkürlichen 
Integrationskonstanten « und £ so aus, daß die Glei- 
chungen 386) erfüllt sind. Die œ und f sind also 2s will- 
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kürliche Integrationskonstanten und da die Formeln 392) 
von beliebigen derartigen Integrationskonstanten gelten, so 
müssen sie auch von den & und ß gelten. Wir können 
diese so als Funktionen der Zeit mit additiven willkürlichen 
Konstanten bestimmen, daß die Gleichungen 396) die Inte- 
grale der Gleichungen 337) sind. Dazu ist erforderlich, 
daß die æ und 3 den den Gleichungen 392) analogen 
Gleichungen: 


m - Ze Aa Ta + Zi BJ? = 


#- 30. 5 DAA BE” 


genügen. Es ist 
GET Im bor do, 

398) (a, a) = 5i pr Og Ôq TE) 
und ähnliche Bedeutungen haben («,. ĝ,) und ($, p) Hierbei 
ist jedoch jedes œ oder 8 als Funktion der p. q und von t 
ausgedrückt zu denken. 

Wir wollen Kürze halber jede partielle Differentiation 
von W nath «, durch den oben angehängten Index k, jede 


nach p, durch den unten angehängten Index } markieren. so 
daß z. B. 


397) 


4 
Pie EEE 

ist. Dann köunen wir die Gleichungen 396) so schreibeu 

399) Wim fys 

wogegen die 4 aus den Gleichungen 

400) W, =h 

folgen. 


Wollen wir die in 398) vorkommende Größe ĝæ,fð p, 
bestimmen, s0 haben wir p, uud dp, wachsen zu lassen; 
dagegen alle ührigen p und alle g und / als Konstanten an- 
zusehen. Sämtliche æ werden sıch dabei verändern. d« sei 
der Zuwachs vou &,. Es folgt daher aus 400) 
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Wida, + Widu,... Wide, + W adp ™= O 


on Wide, + Wide... Wide, + W,,dp,= 0 
Wida, + Wida,... Wide, + W,,dp, = 0. 
Setzen wir 
WE an W 
402) du Pao Wie- W 


W, W2... W! 
und bezeichnen die Unterdeterminante nach W mit 4, 
setzen also 


84 
403) A= —: 
C TEk 
so folgt aus 401) 
dar _ J < k 
ap IL oA 


Hier ist aber dæ, derjenige Zuwachs des e,, der entstand, 
indem nur p, und dp, wuchs, während die übrigen p und 
alle g konstant blieben. Es ist also die so berechnete 
Größe de,/dp, das, was in 398) mit da,/öp, bezeichnet 
wurde und man hat 


404) TA =— 3 AW, 


WI man d«a,/ög, finden, so sind alle p und alle q 
außer 7, konstant zu lassen. Daber folgt aus 400) 


Wi dæ, + W? da,...W da=0 


e 1 


Wi da + Wi da,... W, da, =d, 
Wirda + Winda e.. W;+1d8 = 0. 


Daraus ergibt sich de,/dg,, also die in 398) mit 0 &,/9 7, 
bezeichnete Größe, gleich 


405) Im ih 
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Aus 399) findet man, wenn alle p- konstant sind 
406) df, = Wirda, + W*do,... Wda, 
Wir wollen nun auch alle g bis auf g, konstant, letzteres 
aber um dg, wachsen lassen. Die Quotienten von dg, in die 
dabei entstehenden Zuwächse von dß,, dæ, de,... sind 
die von uns mit ô f, |0 9 Ô &, [0g ... bezeichneten Größen. 
Die Division von 406) durch dq, liefert daher 


- CHR X de 
407) ö m EI 


O Ir 


Sind endlich alle q und alle p bis auf p, konstant, 
welches letztere um dp, wächst, so folgt aus 399) 


dß,= Widp, + Di Wide, 
1 


und die Division darch dp, liefert 


408) 56 ta w} +5 wga & . 
Substituieren wir in 
h=3 
_ du du du dm, 
409) (a, æ) Ar dm = GEN 3%.) 


die Werte 404) und 405), so folgt 
h=s ims 
lane) = I (Eh HA) Wire 
k=1 i=1 
In dieser Doppelsumme ist der Koeffizient von W,, 
gleich und entgegengesetzt bezeichnet, wie der von W,,. Da 
. W..=W;,, 80 hebt sich das Glied mit W, ; gegen das mit 
Win and daher heben sich überhaupt je zwei Glieder der 
Doppelsumme gegenseitig und man hat also 


410) (ay æ) = 0. 
Wir wollen nun in den Ausdruck 
h=s 
=E u) fl 38 _ 0 8 
(æy P) (Bp @,) 2 Ẹ mn On Ig Ô £) 
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zunächst nur für 


ab nd 2 
ð Ir und ö Pr 
die Werte 407) und 408) substituieren. Es folgt 
-# =s hes 
Ô ær È ii al dar du du dm, 
(wy 8) = -54s ZW > ôa q ze). 


Im zweiten Addenden rechts ist die nach k genommene 
Doppelsumme nichts anderes als («,,«), verschwindet also 
nach 410. Im ersten Summanden substituieren wir für 
ĝa, iq, den Wert 405). Nach einem bekannten Satze der 
Determinantenlehre ist gemäß der Definitionen 402) und 403) 


X wid 


gleich Null oder gleich 4, je nachdem k gleich } oder 
davon verschieden ist. Daher ist auch 
is „A)=-,e)=-1 für k=l, 
l p) =- r = 0 für ksl 
Substituiert man endlich in 


A ð h dp 
6. SGE fa Ön dm 


die Werte 407) und 408), so erhält man drei Glieder. 
1. Die dreifache Summe 


SImem Han) 


welche verschwindet, da die nach 4 zu nehmende Summe 
gleich (a,, æ) ist. 

2. Vermöge des nach 408) außerhalb der Summe 
stehenden Gliedes von 0 £,/öp, die Doppelsumme 


h=ı 


Im mit 


hat 
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welche sich durch Substitution des Wertes 405) unter An- 
wendung der soeben angewendeten Sätze über Determinanten 
auf W*' reduziert. 

3. Vermöge des analogen Gliedes von p, jp, de 
Doppelsumme 


ms ı=< 
ik ĝe, 
-2 A nI 
X=] A=1 


welche sich ebenso auf — W>’ reduziert. Es ist also all- 
gemein 


412) Po b) =0 


Vermöge der Relationen 440), 411) und 412) nehmen 
die Gleichungen 897) die einfache Form an: 


413) LAT Ea 


8 73. Integration des Störungsproblems durch eine der 
Hamiitonschen analoge partielle Differentialgleichung. 


Die Konstauten « in dem vollstandigen Integral W 
der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 294) 
sind irgendwelche Funktionen der Anfaugswerte p der Ko- 
ordinaten. Wir können sie jedenfalls gleich den p selbst 
setzen Dann wird nach 292) 


Die 2 werden also gleich den negatıren q. Wir können 
also in den Gleichungen 413) die œ den p gieichsetzen. 
Dann werden die f gleich den negativen q und erhalten so 
wieder die Gleichungen 374), von denen wir in der Beweis- 
fuhrung des $ 69 ausgingen. 


Wir sahen in $ 58, daß jedesmal. wenn zwischen den 


2s Variabeln p,, P,, --- q, Differentialgleichungen von der 
Form 
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bestehen, wobei E eine beliebige Funktion E(p, q, i) der 
p, q und der Zeit sein kann und keineswegs bezüglich der g 
bomogen und vom zweiten Grade sein muß, deren Integrale 
aus einem vollständigen Integrale der partiellen Differential- 
gleichung 


ô W ô w 


welche der Hamiltonschen vollkommen analog ist, her- 
geleitet werden können. Dies gilt also auch hier, da die 
Gleichungen 413) genau die in Rede stehende Form haben. 
Die en sprechende partielle Diferentialgleichung wäre, wenn 
wir das betreffende W mit dem Index 1 versehen: 


414) M_-2=0 


wo in Q die p und q durch ¿ œ und e auszudrücken sind 
und achher für jedes £, : A 


Nehmen wir an, wir hätten ein ie Integral 
dieser partiellen Differentialgieichung W, (p, «',, i) gefunden, 
wohei die œ’, die s unabhängigen Integrationskonstanten 
sın!, von denen keine additiv zu W hinzukommen darf. 
Dann sind durch die Gleichungen 


ð W, 
Er 


die Integrale der gewöhnlichen Differentialgleichungen 413) 
gegeben. Die « nnd 9’ sind die 2s Integrationskonstanten. 
Übrigens würde nichts hindern, die Rolle der « und # zu 
vertauschen. Dann würde 
ô W, 
aq ta=0, 


die partielle Differentialgleichung und die « wären durch 
ð W,/0ß zu ersetzen. 

Man kann übrigens in der folgenden Weise umgekehrt, 
dıe partielle Differentialgleichung 414) direkt ableiten, und 
so W, durch die früher eingeführten Funktionen ausdrücken. 

Boltsmann, Mechanik II, 19 
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Sei W, ein vollstandiges Integral der Hamiltonschen 
partiellen Differentialgleichung 


ð ð W, 
a FEF Fag 


W 
dene 


für das ungestörte Problem. æ seien die s Konstanten des 
selben. 


ó w, 
415) Ja = hr 


seien die Integrale der Gleichungen 386) des ungestörter 
Problems, die entsprechenden q sind durch die Gleichunger 


416) Meng, 


gegeben. Es sei nun W die Wirkungsfunktion für das 
variierte Problem, also 


ô W 


wobei W als Funktion von ¿, p und deren Anfängswerts p° 
ausgedrückt zu denken ıst. Dann ist bei konstanten p° 


dW ôw n W 
417) -gr = ar tt E gp Pam Et Mat + Dia, dp,- 


Es sollen nun in den Gleichungen 415) die « und 8 
gleich solchen Funktionen der Zeit gesetzt werden, daß die 
daraus folgenden Werte von p die Lösungen der Glei- 
chungen 387) für das gestörte Problem sind. Setzt man in 
W, ebenfalls œ und $ gleich diesen Funktionen der Zeit, 
so soll es in W, übergehen, was keineswegs mit W iden- 
tisch ist, da W, die Größe ist, in welche 


f+ Ydi 


übergeht, wenn man vor Ausführung der Integration darin 
die p und g aus den Gleichungen 415) und 416) entnimmt, 
und dabei œ und 2 konstant betrachtet und erst nach Aus- 
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führung der Integration « und # gleich den betreffenden 
Funktionen der Zeit setzt, wogegen in 


t 
w= fT V+ Qudt 
to 
die p und g zwar auch den Gleichungen 415) und 416) zu 


entnehmen, aber schon vor Ausführung der Integration die 
æ und ĝ als Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Es folgt 


s s 
Iy _8W, ô W, ô W, 
dW, = 37 di+ >; I dp, + a da, 
1 


und da die Gleichungen 415) und 416) bei konstanten æ 
und ĝ genau ebenso wie bei variabeln aussehen 


dW, =— Edt+ Dinim + Dipin. 
1 1 


Subtrahiert man hiervon die Gleichung 417), so 
folgt also 


aW, — W= Rdt+ Mp da, 
1 


Bezeichnen wir nun die Differenz W, — W mit W,, so 
folgt aus der letzten Gleichung: 


èw 
r= R, Se he 


Drückt man in der ersten dieser Gleichungen Q durch : 


und die qe und f aus und substituiert statt der 9 wieder 
2E, so hat man wieder die partielle Differentialgleichung, 
welche der Hamiltonschen vollkommen analog ist. 


8 74. Anwendung auf die Astronomie. 


Wir haben schon in $ 67 bemerkt, daß wir alle physi- 
kalischen Probleme ohne Ausnahme nur angenähert zu lösen 


vermögen, so daß der Fall die Regel bildet, daß größere 
19* 
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Annäherungen an die Wirklichkeit nach einer Methode 
gefunden werden müssen, welche dem Wesen nach mit der 
eben entwickelten Störungsrechnung übereinstimmt. Die 
höchste Vollendung hat aber diese Störungsrechnung in 
der Astronomie gefunden und es sei daher hier gestattet, 
die Grundprinzipien der astronomischen Störungstheorie 
gewissermaßen als typisches Beispiel zu entwickeln. 

Wir betrachten zu diesem Behufe die Sonne samt 
allen Planeten und stellen uns die Aufgabe, die Störungen 
zu berechnen, welche die Bahn eines derselben (wir wollen 
ihn Kürze halber den Mars nennen) durch die übrigen 
Planeten erfährt. Wir betrachten sämtliche Himmelskörper 
als materielle Punkte von bestimmter Masse. welche nach 
dem Newtonschen Gravitationsgesetze aufeinander wirken. 
Wir beziehen sie zunächst auf ein fest mit dem Fixstern- 
himmel verbundenes Koordinatensystem. Sei m, die Sonnen- 
masse. £, ,, &, ihre rechtwinkligen Koordinaten zu einer 
bestimmten Zeit . Dieselben Größen sollen zur selben 
Zeit für den Mars die Werte m,, Ép N; Ġo» für die anderen 
Planeten m,, $, Ms & My Ézs Na & -Ma Ém Ny &, haben. 
Ferner sei r,, die Entfernung der Masse mit dem Index A 
und der mıt dem Index k und x die Gravıtationskonstante. 


Dann können die Bewegungsgleichungen in der Form 


geschrieben werden 


EEn (5, - Am, 
= — X S: Jaa zr" Ye ° 
dt Thk 

# 


Dabei wurde mit m, wegdividiert. Dem Ak kann jeder der 
Werte s, 0, 1,2...» erteilt werden und ebenso ist die 
Summe so zu verstehen, daß dem k die Werte s, 0,1,2...n 
zu erteilen sind. Das Glied, für welches k = k ist, ıst aus 
der Summe wegzulassen. Analoge Gleichungen gelten für 
die y- und z-Achse. 

Wır setzen nun 


$ — $, = 2, Na — N = Yr =, 
On = Vai + y H =r 
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so daß 9, die Entfernung des Planeten mit der Masse m, 
von der Sonne ist und 


ea — rn — rn” 
wird. Dann lautet die auf die z-Achse nn Be- 
wegungsgleichung für die Sonne 


Ti Ta Mar 
den 


die entsprechende Gleichung für den Mars aber lautet 


p3 


Die Subtraktion der beiden letzten Gleichungen liefert 


ex _ x (m, + m.) To x X -7 
ee) 
Analoge Gleichungen gelten für die y- und z-Richtung. 
Wir werden im folgenden den Index Null weglassen, die 
übrigen Indizes aber unverändert beibehalten, so daß die 
letzte Gleichung sich so schreibt 


418) ga kim tats -= Jm (G + 


mit zwei analogen, für die y- und z-Richtung. 

Hier sind x, y, x die Koordinaten des Planeten, dessen 
Störung wir bestimmen wollen bezüglich eines Koordinaten- 
systems OX, OY, OZ, dessen Koordinstenachsen fixe 
Richtungen im Raume (gegen den Fixsternhimmel) haben, 
dessen Ursprung aber immer im Sonnenmittelpunkte liegt. 
Die zeitlichen Änderungen von z, y, x bestimmen also die 
Bewegung des Mars relativ gegen die Sonne, also jene Be- 
wegung, welche gerade der Beobachtung zugänglich ist. 
Z» Yy %, Sind die Koordinaten irgend eines anderen Planeten 
relativ gegen das Koordinatensystem OX, OY, OZ, also 
relativ gegen die Sonne, 


294 VI. 875. Zweikörperproblem. [GI 419-419. 


o = V + y y è 
ist die Entfernung des Mara von der Sonne, 


r, = Yæ — 2) + y — Y) + e a 


die von jenem anderen Planeten, 


0, = Vai + yk + tk 
die jenes anderen Planeten von der Sonne. 

Es stellt nun das erste Gled der rechten Seite der 
Gleichung 418) die ungestörte Bewegung des Mars relativ 
gegen die Sonne dar, welche genau so erfolgt, wie seine 
absolute Bewegung im Raume erfolgen würde, wenn die 
Sonne eın im Raume fixer Zentralkörper von der Masse 
m,+ m wäre; die übrigen Glieder aber stellen die Störungen 
durch die anderen Planeten dar. Alle betreffenden Kräfte 
haben eine Kraftfunktion. Setzt man nämlıch 


u vet 9 (etry i), 
) ę Piik % Tk 


so kann die Gleichung 415) so geschrieben werden: 


dæ _ ôV 989 dy _— ar 588% 
dë z dar dt y Öy' 

419 
ý dz ôv aR 
di ðx GE? 


Es ıst also V die Kraftfunktion bei der ungestörten Be- 
wegung, Q die der störenden Kräfte. Wir haben daher 
folgende beiden Aufgaben zu lösen: 1. Wır haben die un- 
gestörte Bewegung mittels der Hamıltonschen partiellen 
Differentialgleichung zu bestimmen, wobei wır sechs Inte- 
grationskonstanten a,, &,, &, Ay bas A, erhalten. 2. Wir 
haben statt dieser Konstanten mittels der Gleichungen 413) 
solche Funktionen der Zeit einzuführen, daß die gestörte 
Bewegung dargestellt wird. 


& 75. Hamilton-Jacobische Methode der Lösung des Zwei- 
Korperproblems. 

Die erste Aufgabe fällt sachlich zusammen mit der 

Bestimmung der elliptischen Bahn eines Planeten um die 
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Sonne, welche wir schon im I. Teile § 21 ausgeführt haben. 
Wir müssen also hier diese Aufgabe ein zweites Mal. nach 
einer ganz verschiedenen Methode lösen. 

Wir bestimmen die Lage des in Betracht kommenden 
Planeten M (des Mars) im Raume in folgender Weise. Wir 
denken uns die Sonne § im Mittelpunkte des kugelförmigen 
Hımmelsgewölbes und die Ekliptik als größten Kreis des 
letzteren. Daß die Lage dieses größten Kreises so gewählt 
wird, daß die (natürlich ebenfalls gestörte) Erdbahn zu einer 
gewissen Zeit in seine Ebene fällt, ist für unsere Rechnungen 
unwesentlich. Nur daß alle Planeten sich nicht allzu weit 
von dieser Ebene entfernen, wird benutzt. Der größte Kreis 
der Himmelskugel, welcher durch den Po! der Eklıptik und 
den Planeten M geht, treffe die Ekliptik im Punkte N. 
Der Winkelabstand dieses Punktes vom Frühlingspunkte 
(die Länge des Planeten) heiße g. der Winkel M SN (die 
Breite des Planeten) heiße 2 (vergl. Fig. 10 S. 298). Dann sind 
0, und œ gewöhnliche Polarkoordinaten. Die Formeln 419a) 
zeigen, daß die Bewegung des Mars relativ gegen die 
Sonne genau so vor sich geht, wie dessen absolute im 
Raume geschähe, wenn seine Masse gleich eins wäre und 
V resp. Q die Kraftfunktionen fur die ungestörte Bewegung 
resp. die der störenden Kräfte waren. Es genügt daher das 
letztere Problem zu lösen. Für dasselbe wäre die leben- 
dige Kraft 


T=}[p? +0292 + ocos? 9. 9°] 


(vgl. § 11, wo 7 für ọ und 90° — 2 für # geschrieben ist). 
Daraus ergibt sich 


er 5 aT ; êT " 
Ed A A n= jp t h= jy” costo’, 


daher i a 
ee Er en 


Setzt man x(m, + m) = 4, so wird alao 


k I 
Kun en 
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Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung 2 + B=0 
lautet also, wenn man für Æ den Wert 7— ” = darin 


für Q, 9 9 die Ausdrücke 5, Aa nd ? Fs substi- 


tuiert, wie folgt: 


tl) tele) t a 8 


Ein vollständiges Integrale dieser partiellen Differential- 
gleichung finden wir folgendermaßen: Wir setzen 


W=at+,9+P+6, 


wobei P nur Funktion von e, © nur Funktion von # sein 


soll. Dadurch nimmt die partielle Differentialgleichung die 
Gestalt an: 


a} 2 
“+t (+ + gg cos g T r pna% 
welcher genügt wird, wenn man setzt 
d6\* a d P 24 m? 
re (z6) = a 


Bezeichnet man mit 9, und unteren Integrations- 
grenzen, welche wir nach an wählen können, so 


wird also 

bg = 2g 

2 d 
o= fda aay’ P= T 210 — 2c, 0? — a? 
ô, > 
ð 
W=att aop + fasya Zn > 

420) “a 


g 
dg issa 
EI Ve — 2a, a. 
& 


Die drei Integrale der Bewegungsgleichungen 


ô wW oW ô W 
dm, = is Er ELA = f, 
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verwandeln sich daher in: 


g 
in FE 
ô 


422) a i a 


biit doi = 


v e 


A Be See aaa ne 
. HE of J eVelg-2u g- a; 
eN ® cost? a 
Aus dem zweiten folgt 


424) Erg WE 


Ist daher , = œ, so ist $ immer gleich Null und die 
Bahn des Planeten fällt genau in die Ekliptik. In allen 
anderen Fällen muß «, < œ, sein. Nun bewegen sich aber 
alle Planeten in Bahnen, die der Ekliptik nahe liegen, um 
die Sonne. Es wächst also œ fortwährend, © dagegen 
schwankt zwischen einem positiven und negativen Werte, 
also, da der Grenzwert von $ nur eintreten kann, wenn 
die Wurzel der Formel 424) verschwindet, zwischen dem 
kleinsten positiven und den dem Zahlenwerte nach kleinsten 
negativen Winkel, dessen Kosinus gleich «,/«, ist. Dieser 
Winkel ist aber der Winkel » zwischen der Bahnebene des 
Planeten und der Ekliptik. Es ist also 
425) cos y = e 
©} nimmt jedenfalls auch den Wert Null an, wir können 
daher 9, = 0 setzen. 

Aus Formel 421) erhalten wir 


Für das Perihel und Aphel verschwindet d o jdt. Ist also o, 
die Perihel-, o, die Apheldistanz des Planeten (Mare) von 
der Sonne, so sind diese Größen die Wurzeln der Gleichung 
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Es ist also 


À a? 
ates? O; 02 = Fa, 


e, soll zugleich in den Integralen 420) bis 423) als untere 
Grenze für o gewählt werden. Wenn wir dann mit z eine 
der Zeiten bezeichnen, wann der Planet (Mars) das Perihel 
passiert, folgt aus Gleichung 421) 


426) b =z. 

Ist nun e die große, b die kleine Halbachse der Bahun- 
ellipse des Mars, e = V*-E die Eixzentrizität dieser Ellipse, 
so folgt 


o, =a(1—e) e, =a(l +e), ẹ,+0,=2a, E, 0, =0?(1—¢?), 
daher 


en a, = YAall — ed) = Yip, 


wobei p der Parameter, die zum Brennpunkte gehörige 
Ordinate der Bahnellipse ist. 

Wir wollen uns nun in Fig. 10 die Lage der ver- 
schiedenen Punkte auf der Himmelskugel versinnlichen. 

zZ XY sei die Ekliptik, X der 

Frühlingspunkt, Z der Pol der 
Ekliptik, X der aufsteigende 
Knoten der Marsbahn, P das 
Perihel des Mars, A der Punkt, 
wo sich der Mars zu ırgend 
einer Zeit £ befindet. Dann sind 
ZXSN=g@ md MSN= 
die Polarkoordinaten des Mars M 
zur Zeit t, 4% MKN = yı ist die 
Neigung der Marsbahn gegen die 
Ekliptik, 4 XSK= ð ist die Länge des aufsteigenden 
Knotens der Marsbahn. 

Bezeichnen wir den Winkel KSM mit n, so folgt aus 
dem rechtwinkligen sphärischen Dreiecke M KN 


Fig. 10. 
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427) sin’ =sinwsiny 


und wir können, da w konstant ist, in dem ersten Integrale 
der Gleichung 423) n statt 9 als Integrationsvariable ein- 
führen. Da coyw=a,/«, war und wir f, =0 wählten, 
so wird dieses Integral 


Re ds Een 
3 er 7 
ad -—— 
` cos’? 


und die Gleichung 423) geht über in 


e 


zn do 
i Pama T - V2ię — 2a, ¢' -— a3 ` 


2 
Da man für den aufsteigenden Knoten K hat Ý = 0, 
so folgt aus 422) 
ß, =0 
und aus 428) folgt 
Bs = Tp, 
wobei nr der dem Perihel der Marsbahn zugehörige Wert 
des 7 ist. In der Astronomie nennt man die Summe # + 7p 
die Länge 6 des Perihels der Marshahn, den Winkel MS P 
die wahre Anomalie y des Mars zur Zeit t, n+ 0=0+x 
seine in der Bahn gemessene Länge, p aber seine in der 
Ekliptik gemessene Länge. Es ist also 
bs == 0 
x= +89- ð=] ar 


Zwischen den sechs Integrationskonstanten 


429) a, & Y, 1,6, & 
und 
430) Gr Ay Ay frs Bu 83 


bestehen also die Gleichungen: 


a =, a, = cosy ial — e. a= Vial A = Vip. 
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20, a} a3 
Fu = Š 


Die beiden Konstanten O und w bestimmen die Lage 
der Bahnebene jedes beliebigen Planeten, & bestimmt dann 
die Richtung nach dem Perihel, z die Durchgangszeit durch 
das Perihel. 

Wie man dann mittels a, e den wirklichen Ort des 
Planeten im Raume zu jeder Zeit finden kann, sahen wir 
schon im I. Teile 821. Man führt die mittlere Anomalie 
ein, indem man in Gleichung 421) setzt 


432) o=a(l — ecos u). 

Die Integration liefert 

433) Alt d)=s- esinu. 
Ve 


Ist ¿ gegeben, so wird zunächst aus dieser Gleichung das 
dazu gehörige u bestimmt; Gleichung 432) liefert dann ọ. 
Die Einführung des Wertes 432) in 427) und Ausführung 
der Integration aber liefert: 


, r 


x =n +0 — a = arctg (1/7 t4. 


e 
Aus dem Werte von n aber findet man 2 mittels der 
Gleichung 427), während das sphärische Dreieck MKN der 
Fig. 10 liefert: 


tg(p — ô) = cosy tgn. 

Es sind also sämtliche Polarkoordinaten o, %, œ und 
daher auch die rechtwinkligen x, y, x als Funktionen von 
t,a,e, Y, T, Ô und &, daher vermöge der Gleichungen 431) 
auch als Funktionen von t, a,. &,, &. P., bas Bz gefunden. 


8 76. Gleichungen für die Störung der Bahn eines 
Planeten durch die übrigen. 


In erster Annäherung geschieht nun die Bewegung des 
Mars in der Nähe emer gegebenen Zeit ż in einer elliptischen 
Bahn mit gewissen Werten der Konstanten 429), daher auch 
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der Konstanten 430). Die Störungen kann man so auf- 
fassen, als ob die Werte dieser Konstanten langsam geändert 
würden und es liefern die Gleichungen 413): 


da __d8 dos _ 2 de, Cr) 
di ô f, dt 3R? di 5 
df _ ôL dh _ 82 df _ 88 
dt da, dt Das” dt õa, 


Nun folgt aus den Gleichungen 431): 
Cr ð R NR ƏRK 86 2 295 RQ 882 


ET Gr’ 30000 T am 0: ATT 
on _ 88 
b o’ 
da___ı du „2e ?NR 
di 203 dt 1 ðr’ 
de __ ù% doa _2e} da _ p 3L, 14/288 
dit ~ Pe dt Pe di As ðr ae) l ð’ 
dt a siny |b 56 c3 96 
en 1 êh 1 — cos zs 
= caz 24l NE 
ferner ist " 
SA on de an Bd. Suee 
de, da da, de du, ĉy õm 
à 82 OR _ RER P 2L 
-r T I da n Ba 
Analog folgt 
eR____!__22 rn 
w, Vip siny ô Y’ 80 ae y ı de Vip ®y 
daher 
dı _ _2a? 82 p ök 
dt ù ĝa ei ôe 
as ___ $ 38, 
dt Vip sin y dv 
dë dh ah _ _ 1. paR yry 
dt at "dm Ye: y aey i õe 
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Hiermit sind sämtliche Störungsformeln berechnet. In 
der Astronomie bezeichnet mau gewöhnlich den Faktor von 
t— r in Gleichung 433) mit n und führt statt A die Kon- 
stante n mittels der Gleichung A = n ya? ein. 

Berechnet man nur die Störungsglieder erster Ordnung 
so addieren sich die von den verschiedenen Himmelskörpern 
bewirkten Störungen. Um die Störung des Mars durch 
einen anderen Planeten (den Jupiter) zu berechnen, braucht 
man im Ausdrucke 419) für Q nur ein Glied beizubehalten, 
hat alw 
gamant+yıntam * mM , 

yai tta Væ-nf+y- nte- aF 


Hier sind sowohl die Koordinaten z, y, x des Mars, als 
auch die Koordinaten z,, y, z, des Jupiter in der früher 
auseiınandergesetzten Weise durch ? und die Werte der 
Größen 429) auszudrücken, welche für den betreffenden 
Planeten geiten. Bei der partiellen Differentiation nach 
den für den Mars geltenden Größen 429) ist ż als konstant 
anzusehen. Die für den Jupiter geltenden Werte der 
Größen 429) sind bei Berechnung der Glieder erster Ord- 
nung überhaupt als konstant zu betrachten, so daß 2 bloß 
als Funktion von ¢ und den für den Mars geltenden 
Größen 429) ausgedrückt erscheimt: Erst bei Berechnung 
der Störungsglieder höherer Ordnung müßte auch berück- 
sichtigt werden, daß sich die Jupiterbahn, während derselbe 
störend wirkt, selbst ebenfalls langsam ändert. 


Vo. Gleichungen für die relative Bewegung. 


77. Absolute und relative Bewegung. 


Wir können bloß die Abstände der Teile der ver- 
schiedenen Körper voneinander, also bloß deren relative 
Lage bestimmen. Es gibt keine Erfahrung, in der sich ein 
absoluter Raum bemerkbar machen würde. Trotzdem haben 
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wir zu Anfang des I. Teiles ein bestimmtes Koordinaten- 
system eingeführt, welches nahezu die Rolle eines absoluten 
Ranmes spielt. Wir taten dies bloß, weil sich bei Ein- 
führung dieses bestimmten Koordinatensystems die Gesetze 
für die relative Bewegung der Körper viel einfacher aus- 
sprechen lassen, als bei Einführung anderer ganz willkürlich 
gewählter Koordinatensysteme. 

Wir wollen damit keineswegs die Wahrscheinlichkeit 
oder: gar die Notwendigkeit behaupten, daß noch neue Er- 
fahrungen gefunden werden könnten, mittels deren dieses 
besondere Koordinatensystem sich näher bestimmen ließe, 
oder welche eine Auswahl eines bestimmten, aus allen den 
Systemen, welche wir in § 11 des I. Teiles taugliche Be- 
zugssysteme nannten und damit die Bestimmung eines 
absoluten Raumes gestatten, weiche, wie man sich ausdrückt, 
die Existenz des absoluten Raumes beweisen würden. 

Wir sahen nämlich in $ 11 des l. Teiles, daß diese 
Reduktion der Bewegungsgesetze auf die einfachste Form 
keineswegs bloß bei Zugrundelegung eines einzigen bestimmten 
Koordinatensystems 5 eintritt, sondern daß man mit gleichem 
Erfolge sehr verschiedene Koordinatensysteme zugrunde legen 
kann. Alle diese Koordinatensysteme nannten wir dort taug- 
liche Bezugssysteme. Die Richtnng der Achsen im Raume 
kann dabei für einen bestimmten Zeitmoment und die Lage 
des Koordinatenanfangspunktes für zwei Zeitmomente ganz 
beliebig relativ gegen das eine schon als taugliches Bezugs- 
system gefundene Koordinatensystem S orientiert sein. Hat 
man jedoch für einen Zeitmoment die Richtung der Achsen 
gewählt, so ist sie dadurch für alle übrigen Zeitnomente be- 
stimmt. Man bezeichnet alle Richtungen, welche eine 
bestimmte Achse dann zu allen Zeiten hat, als parallel. 

Hat man ferner die Lage des Koordinatenursprungs zu 
zwei Zeitmomenten gewählt, so ist wieder die Lage des 
Koordinatenursprungs zu allen übrigen Zeitmomenten be- 
stimmt. Man nennt die Bewegung, welche der Koordinaten- 
ursprung hierbei macht, eine geradlinige und gleichförmige. 

Die Frage, wie sich die Gesetze der Lagenänderung 
der Körper modifizieren, d. h. wie sich die Bewegungs- 
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gleichungen verändern, wenn wir zu den verschiedenen 
Zeiten Coordınatensysteme zugrunde legen, welche diesen 
Bedingungen nicht genügen, ist offenbar von hohem theore- 
tischen Interesse. 

Sie ist aber auch von praktischem Werte; denn wir 
beobachten stets nur die Relativbewegung eines materiellen 
Systems gegen ein zweites, welches nahezu unveränderlich 
ist oder wenigstens als unveränderlich angesehen wird. So 
beobachten wir die Bewegung des Planetensystems relativ 
gegen den Fixsternhimmel, die irdischer Körper relativ gegeu 
die Erde oder irgend welche fix mit ihr verbundene Ob- 
jekte. Bei gewissen Experimenten beobachten wir auch die 
Bewegung von Flüssigkeiten oder sonstigen Gegenständen 
relativ gegen ein absichtlich in Rotation versetztes Gefäß 
oder Gehäuse. Die in einem bewegten Wagen oder Schiffe 
befindlichen Personen können die Bewegung ihrer Körper 
und anderer Gegenstände relativ gegen den Wagen oder das 
Schiff beobachten usw. 

In allen dıesen Fällen handelt es sich für uns lediglich 
um die relative Bewegung des ersten Systems gegen das 
zweite oder ein mit dem zweiten fix verbundenes Koordi- 
natensystem. Letzteres hat in allen Fällen bis auf den 
ersten sicher nicht die Eigenschaften eimes tanglichen Be- 
zugssystems. Die Natur der Fixsterne ist uns viel zu unbe- 
kannt und der Fixsternhimmel selbst ein viel zu unbestimimter 
Begriff, als daß man mit Sicherheit entscheiden könnte, ob 
ein mıt ibm fix verbundenes Koordinatensystem ein taug- 
liches Bezugssystem wäre; aber Eigenbewegungen von Fix- 
sternen sind bereits konstatiert und jedenfalls ist es auch 
da von Wichtigkeit zu wissen, was für einen Einfluß es 
auf die Bewegungsgleichungen des Planetensystems hätte, 
wenn das zugrunde gelegte Koordinatensystem kein taug- 
liches Bezugssystem wäre. 

Wenn die Bewegung eines Körpersystems relativ gegen 
ein zweites berechnet werden soll und die Bewegung des 
zweiten Systems relativ gegen ein taugliches Bezugssystem 
bekannt ist, so könnte man in jedem speziellen Falle so 
verfahren: man könnte zuerst die Bewegung des ersten 
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Systems relativ gegen dasselbe Bezugssystem berechnen und 
erst dann aus der relativen Bewegung beider Systeme gegen 
das gemeinsam zugrunde gelegte taugliche Bezugssystem die 
relative Bewegung des ersten Systems gegen das zweite be- 
rechnen. 

Es ist aber von großem Vorteile, diese Arbeit nicht in 
jedem speziellen Falle besonders auszuführen, sondern ein 
für allemal die Regeln anzugeben, nach denen unmittelbar 
die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das zweite 
System oder ein damit fix verbundenes Koordinatensystem 
gefunden werden kann, sobald die des zweiten Systems gegen 
ein taugliches Bezugssysten gegeben ist, welches wir das 
ruhende Kovrdinatensystem nennen. Wir nehmen an, daß 
sämtliche Teile des zweiten Systems starr miteinander ver- 
bunden sind. Mit ihm denken wir uns ein zweites (das 
bewegliche) Koordinatensystem starr verbunden. Die Aufgabe 
ist dann, die allgemeinen Gleichungen für die Bewegung 
des ersten Körpersystems relativ gegen das bewegliche 
Koordinatensystem zu finden. 


& 78. Erster Spezialfall. Das bewegliche Koordinaten- 
system dreht sich nicht. 


Wir betrachten nun zuerst den Spezialfall, daß das 
zweite System, daher auch das damit verbundene bewegliche 
Koordinatensystem keine Drehung relativ gegen ein taug- 
liehes Bezugssystem hat. Die Achsen des letzteren wollen 
wir mit 0, X,, O, F, wnd,O, Z bezeichnen. Die Achsen 
OX, OY und OZ des beweglichen fest mit dem zweiten 
System verbunden Koordinatensystems wollen wir zu irgend 
einer Zeit den ersteren Koordinatenachsen parallel wählen. 
Sie werden ihnen dann zu allen Zeiten parallel bleiben und 
die Lage des beweglichen Koordinatensystems relativ gegen 
das taugliche Bezugssystem ist zu jeder Zeit bestimmt, wenn 
wir die Koordinaten a, b,c ihres Koordinatensprungs O be- 
züglich des tauglichen Bezugssystems kennen. 
Da sich unserer Annahme gemäß alle Körper konti- 
nuierlich bewegen, so wird auch die Bewegung des Systems, 
Boltzmann. Meehanik IL. 20 
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welches wir das zweite genannt haben, jedenfalls so be- 
schaffen sein, daß a, b, c kontinuierliche Funktionen der Zeit 
sind, welche endliche erste und zweite Differentialguotienten 
haben. Dies soll also angenommen werden, da die entgegen- 
gesetzte Annahme keine physikalische Bedeutung hätte. Die 
Bewegung des zweiten Systems soll uns ferner gegeben sein. 
Es sollen also a,b, e bekannte Funktionen der Zeit sein. 


Wir bezeichnen mit z,, y,, %, die auf das taugliche 
Bezugssystem bezogenen Koordinaten irgend eines materiellen 
Punktes m des ersten Systems, dessen Bewegung berechnet 
werden soll, während die des zweiten Systems und daher 
auch die der beweglichen Koordinatenachsen als gegeben 
vorausgesetzt wird. 

Vermöge der Definition eines tauglichen Bezugssystems 
gelten für z, 4,, %4 die gewöhnlichen Gleichungen der 
Mechanik 


dz, = 


wobei X, Y, Z die Komponenten der auf m wirkenden Ge- 
samtkraft in den drei Koordinatenrichtungen sind. 

Diese drei Gleichungen würden uns die Bewegung des 
materiellen Punktes m relativ gegen das taugliche Bezugs- 
system bestimmen. Wir suchen aber nicht diese, sondern 
die Bewegung relativ gegen das bewegliche Koordinaten- 
system, also die Gleichungen für die Veränderungen der 
Koordinaten z, y, z, welche dem Massenpunkte m zukommen, 
wenn wir ihn auf das bewegliche Koordinatensystem beziehen. 


Da die Achsen beider Koordinatensysteme immer 
parallel bleiben und die Koordinaten des Ursprungs des 
beweglichen Koordinatensystems bezüglich des tauglichen 
Bezugssystems a, b, c sind, so ist 


A=2+0, Yeytb, Ņ=z+0. 


Substituiert man dies in die Gleichungen 434), so er- 
hält man 
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dx da 
WE nink i 

d? d’ b 
435) mir =Y- mi’ 
dz d'e 

at A 


Dies sind die gewünschten Gleichungen, welche uns 
die Änderung der Koordinaten z, y, x eines beliebigen 
Massenpunktes m des fraglichen materiellen Systems, dessen 
relative- Bewegung wir finden wollen und welches wir das 
erste System nannten, bezüglich des beweglichen mit dem 
zweiten System fix verbundenen Koordinatensystems angeben. 

Die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das 
bewegliche Koordinatensystem geschieht also genau so, als 
ob letzteres ein taugliches Bezugssystem wäre und auf jedes 
Massenteilchen m außer den Kräften X, Y, Z, welche in der 
Tat darauf wirken, noch die drei Kräfte — mda/dt, 
—md?b/di?, —md?c/dt? in den drei Koordinatenrichtungen 
wirken würden. 


Dadurch haben wir die neue Aufgabe auf eine schon 
bekannte zurückgeführt. Wir haben die Rechnung ganz so 
auszuführen, als ob das bewegliche Koordinatensystem ein 
taugliches Bezugssystem wäre; nur müssen wir den in der 
Tat wirkenden Kräften noch diese neuen Kräfte hinzufügen, 
durch deren Hinzufügung sich dann die Bewegungsgleichungen 
auf die alte uns schon gewohnte Form reduzieren; des- 
halb nennen wir diese hinzuzufügenden Kräfte die Reduk- 
tionskräfte, 

Sei umgekehrt die Bewegung des ersten Systems relativ 
gegen das bewegliche Koordinatensystem gegeben und seien 


w da Ca] 
X%=4i-m de” I =Y- mp’ 
d’c 
Z =Z-—-m IR 


die Kräfte, welche dieselbe Bewegung relativ gegen ein 
taugliches Bezugssystem erzeugen würden, so sind 
20* 
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X= X +m T, = I Fr’ 


die Kräfte, welche die Bewegung relativ gegen das in der 
vorgeschriebenen Weise bewegte Koordinatensystem erzeugen. 
Wir müssen daher den Kräften X, Y,, Z, welche diese 
Bewegung relativ gegen ein ae ai pa erzeugen 


da d?b 
würden, noch die Kräfte mg» Mga’ m&: 


um das System außerdem noch so zu führen, daß es die- 
selbe Bewegung relativ gegen das in der vorgeschriebenen 
Weise bewegte Koordinatensystem ausführt, weshalb wir die 
letzteren hinzuzufügenden Kräfte die Führungskräfte nennen 
wollen. 

Es bestätigt sich neuerdings, daß dıe Reduktionskräfte 
nur gleich Null sind, d. h. daß die alte Form der Bewegungs- 
gleıchungen ohne Hinzufügung neuer Kräfte nur dann er- 
halten bleibt, wenn die Bewegung des zweiten Koordinaten- 
systems relativ gegen das erste eine geradlinige und gleich- 
förmige ist, 

Wenn jede Masse jedes der beiden Systeme eine gleich- 
gerichtete, der Masse proportionale Kraft wirken würde, so 
würde dadurch die Relativbewegung beider Systeme gar 
nicht geändert. Derartige Kräfte wären also für denjenigen, 
der nur jene beiden Systeme wahrnimmt, nicht bemerkbar. 
Größe und Richtung der auf die Masseneinheit wirkenden 
Kraft könnten dabei natürlich noch beliebig mit der Zeit 
veränderlich sein. 


hinzufügen, 


8 79. Beispiele. 


Als Beispiel für die Reduktionskräfte betrachten wir 
einen Eisenbahnwagen, welcher in der Richtung der Abszissen- 
achse fährt. Irgend ein bestimmter Punkt desselben habe 
zur Zeıt i die Abszisse . An der Decke sei eine Hänge- 
lampe befestigt, auf einem fest mit dem Wagen verbundenen 
Tischchen stehe ein Glas, das eine Flässigkeit enthält. So- 
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bald die Geschwindigkeit des Wagens zu- oder abnimmt, 
bewegt sich die Lampe, sowie die im Glase enthaltene 
Flüssigkeit eventuell das Glas selbst. wenn es nicht genug 
Reibung gegen die Tischplatte hat, für einen relativ gegen 
den Wagen ruhenden Beschauer genau so, als ob zu jeder 
Zeit auf jedes Massenteilchen außer den in der Tat darauf 
wirkenden Kräften noch die Kraft —md’a/di? in der 
Richtung der Bewegung des Wagens wirkte. 

Den Begrifl der Führungskräfte illustriert folgende 
Betrachtung: Um in dem besprochenen Eisenbahnwagen 
einen menschlichen Körper ruhig auf einer Bahık sitzend zu 
erhalten, muß zu den Kräften, welche auch im ruhenden 
Wagen wirken würden, auf jedes Massenteilchen noch die 
Kraft md*a/dıt? in der Bewegungsrichtung des Wagens dazu 
kommen. Diese Kraft wird von der Rücklehne, dem Sitze 
eventuell derı Stützpunkte der Füße ausgehen und durch 
innere Kräfte passend auf die Massenteilchen des Körpers 
verteilt werden. Die Lehne wird bei Beschleunigung der 
Fahrt stärker, bei Verzögerung schwächer auf den Rücken 
drücken. Bei sehr starker Verzögerung, z. B. sehr-plötz- 
lichem Stillstand des Wagens kann der Druck der Lehne 
auf deu Rücken negativ werden; man muß den Rücken mit 
Gewalt, z.B. die Füße anstemmend, an die Lebne andrücken, 
wenn der Oberkörper sich nicht nach vorne neigen soll. 

Ein anderes Beispiel von Führungskräften ist folgendes. 
Man hält das eine Ende eines Fadens, den wir als unaus- 
dehnsam betrachten wollen, in der Hand; am anderen Ende 
des Fadens soll ein schwerer Körper befestigt sein. Die 
Hand soll dasjenige System sein, welches wir in der allge- 
meinen Theorie das zweite nannten, der schwere Körper 
soll das erste System sein. Wenn die Hand ruht oder sich 
gleichförmig bewegt, so muß die Spannung des Fadens, 
wenn der schwere Körper in relativer Ruhe gegen die Hand 
bleiben soll, genau gleich dem Gewichte desselben sein. 
Bewegt sich die Hand mit beschleunigter Bewegung vertikal 
nach abwärts, so muß auf den schweren Körper, wenn der 
Faden gleiche Länge behalten soll, eine abwärts wirkende 
Führungskraft hinzukommen, es muß daher, da dessen Ge- 
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wicht unverändert bleibt, die aufwärts ziehende Spannung 
des Fadens abnehmen. Bewegt sich dagegen die Hand 
verzögert nach abwärts oder beschleunigt nach aufwärts, so 
muß die Spannung des Fadens wachsen, so daß dieser bei 
raschem Anhalten einer Abwärtsbewegung oder raschem 
Beginn einer schnellen Aufwärtsbewegung der Hand reißen 
kann, selbst wenn seine Festigkeit erheblich größer, als das 
Gewicht der angehängten Last ist. 


8 80. Zweiter Spezialfall. Das Koordinatensystem ist in 
Drehung begriffen. 

Wir wollen nun den Spezialfall betrachten, daß das 
System, welches wir als das zweite bezeichnet haben, keine 
andere Bewegung hat, als daß es sich um eine in einem 
tauglichen Bezugssysteme fixe Achse relativ gegen dieses dreht. 

Wir wählen die Drehungsachse OZ= O Z, zur Z-Achse. 
OX, und OY, seien zwei beliebige andere aufeinander und 
auf O Z = OZ, senkrechte Koordinatenachsen, deren Lage 
gegen das taugliche Bezugssystem unverändert bleibe, so 
daß die Koordinatenachsen OX,, OY,, O Z, selbst ein taug- 
liches Bezugssystem bilden, da sie mit einem solchen fix 
verbunden sind. 

seien OX, OY zwei andere aufeinander und 
auf O Z senkrechte, ebenfalls durch den Punkt O gehende 
Koordinatenachsen, welche zu irgend einer Zeit (dem Zeit- 
anfange) mit OX,, O Y, zusammenfielen, aber immer mit 
dem zweiten Systeme fest verbunden mit rotieren, so daß 
der Winkel X, OX gleich demjenigen Winkel wist, um welchen 
sich das zweite System zur betreffenden Zeit relativ gegen ein 
taugliches Bezugssystem im positiven Sinne gedrehthat. Der- 
selbe soll eine gegebene Funktion der Zeit sein, welche einen 
endlichen ersten und zweiten Differentialquotienten hat, wo- 
durch die Bewegung des zweiten Systems vollständig ge- 
geben ist. 

Wir suchen die Relativbewegung irgend eines anderen 
Massensystems (des ersten) gegen das zweite, also gegen die 
Achsen OX, OY, OZ. Wir haben also die Aufgabe, die 
Veränderungen der Koordinaten z, y, x eines beliebigen 
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Massenteilchens m des ersten Systems bezogen auf dieses 
Koordinatensystem zu finden. Wir könnten diese Aufgabe 
folgendermaßen lösen. 

Seien z, y, % die Koordinaten desselben Massen- 
teilchens bezüglich des Koordinatensystems O X,, O Y,, O Z, 
und X,, Y,, Z, die Komponenten der gesamten auf m 
wirkenden Kräfte in den Richtungen OX, OY, 02; 
dann ist, da die letzteren Achsen ein taugliches Bezugs- 
system bilden 

d y? 
436) m=, m 

Da ferner w der Winkel der beiden z-Achsen ist, so 

hat man 


& 
=F, m=. 


z = LCOS wW — ysinw, 
437) 4, =zsinw+ ycosw, 

y =g. 
Da w als Funktion von ¿ gegeben ist, kann man daraus 
die zweiten Differentialquotienten von z,, y, 2, nach der 
Zeit berechnen. Substituiert man sie in die Gleichungen 436), 
so ergeben sich daraus nach passenden Reduktionen die 
Gleichungen für die zweiten Differentialquotienten von 
x, 4, % nach der Zeit, welche man sucht. 

Doch ist dies Verfahren, wenn man es nicht durch 
Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen abkürzt, wovon 
‚später die Rede sein soll, etwas umständlich. Kürzer gelangt 
man zum Ziele, wenn man Semipolarkoordinaten einführt, 

Sei r der senkrechte Abstand des Massenteilchens m 
von der x-Achse und seien 9 und 9, die Winkel, welche 
r mit den beiden positiven Abszissenachsen OX und 0X, 
einschließt. Dann sind 7,9, und x gewöhnliche Semipolar- 
koordinaten zur Bestimmung der Lage bezüglich eines taug- 
lichen Bezugssystems. Wenn wir daher die Richtung der 
positiven x-Achse kurz als die x-Richtung, die Richtung der 
Verlängerung von r, welches wir uns immer von der x-Achse 
gegen die Masse m hingezogen denken, als die Richtung 
von r, und die auf beiden senkrechte in dem Sinne, in dem 
sich m bei wachsenden V und 9, bewegt, gezogene Richtung 
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als die Richtung von 9, und mit Z, R und ® die Kompo- 
nenten der auf m wirkenden Gesamtkraft in diesen drei 
Richtungen bezeichnen, so hat man nach § 11 


dr ds _ 
mge -m (= 
a9, ds, dr _ 
d’x 
mga”? 


Aus diesen Gleichungen, welche uns die absolute Be- 
wegung der Masse m, d. h. deren Bewegung bezogen auf ein 
taugliches Bezugssystem geben, finden wir sofort die gesuchte 
Relativbewegung, wenn wir statt 3, den Polarwinkel 9 mit 
der beweglichen Achse OX einführen, da ja r und x von 
der Drehung nicht affiziert werden. Da wir den Winkel 
der beiden Abszissenachsen zur Zeit é mit w bezeichnet 
haben, so ist, wenn wir die Winkelgeschwindigkeit dw/dt 
des zweiten Koordinatensystems relativ gegen das taugliche 
Bezugssystem mit æ bezeichnen 

a9, BER 
dt di 
Substituiert man dies in die Gleichungen 438), so folgt: 


ds t? do 
mi = gF tar 


2 
m Sg m (3) = R+wmro’+2mrm®®. 


dt dt 
9 d dir de, 9 dr 
439) mrga tomy ar 9 - mg mug 
dx 
a a 


§ 81. Interpretation der gefundenen Gleichungen. 


Die Gleichungen für die Veränderung von r, $ und z 
sind hiermit wieder genau in die Form der Gleichungen 438) 
gebracht. Die Bewegung relativ gegen das sich drehende 
Koordinatensystem geschieht also wieder genau so, als ob 
dasselbe fix (d. h. eim wnugliches Bezugssystem) wäre und 
auf irgend einen materiellen Punkt m außer den Kräften, 
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welche tatsächlich darauf wirken, noch folgende Kräfte wirk- 
sam wären: 

1. Eine Kraft von der Intensität mr o*, in der Rich- 
tung von r, welche wir die Zentrifugalkraft X, nennen 
wollen. 

2. Eme Kraft von der Intensität mrdo/dt, welche der 
Richtung, die wir die Richtung 9 genannt haben, gerade 
entgegenwirkt. Diese zweite Kraft wollen wir die tangentiale 
Reduktionskraft rennen und mit X, bezeichnen. 

3. Eme Kraft von der Intensität 2mwp, wobei p die 
Projektion der gesamten Geschwindigkeit e des materiellen 
Punktes m auf die zy-Ebene ist. Diese dritte Kraft heißt 
die Coriolissche Kraft K, Ihre Richtung liegt in der 
zy-Ebene, steht senkrecht auf der Rıchtung der mit p be- 
zeichneten Geschwindigkeitskomponente, also auch auf der 
Geschwindigkeit c selbst, und wirkt in dem Sinne, daß ihre 
Richtung in die Richtung von p durch eine Drehung in dem 
Sinne, in dem sich der Bezugskörper dreht, also bei posi- 
tivem œ in demselben Sinne, wie die positive Achse in die 
positive y-Achse auf kürzestem Wege übergeführt wird. 

Diese drei Kräfte wollen wir wieder die Reduktions- 
kräfte nennen. Fugen wir sie für jeden materiellen Punkt m 
des Systems, welches wir das erste genannt haben, den 
ohnehin darauf wirkenden Kräften bei, so können wir die 
relative Bewegung dieses Systems gegen die in Drehung 
begriffenen Koordinatenachsen (oder gegen das damit fest 
verbundene zweite System) genau so berechnen, als ob 
dieselben ruhen würden, d. h. ein taugliches Bezugssystem 
waren. 

Was wir unter 1. und 2. von der Zentrifugalkraft K, 
und der tangentialen Reduktionskraft X, gesagt haben, lehrt 
der unmittelbare Anblick der Gleichungen 439), Nur das 
unter 3. von der Coriolisschen Kraft X, Behauptetete be- 
darf noch der Erläuterung. Wenn man die Zentrifugal- 
kraft X, und die tangentiale Reduktionskraft X, hinzugefügt 
hat, so muß man, wie der Anblick der Gleichungen 439) 
lehrt, noch zweı Kräfte hinzufügen, um aus den Glei- 
chungen 439) solche Gleichungen zu erhalten, weiche genau 
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die Form der Gleichungen 438) haben, d. h. damit die Be- 
wegung genau so geschieht, als ob die Achsen OX, OY, 
OZ ein taugliches Bezugssystem wären. 

Diese beiden Kräfte, deren Hinzufügung noch notwendig 
ist, sind: 1. Die Kraft R=2mwrdä/dt in der Riche 
tung r. 2. Die Kraft 9=-— 2mowdr/dt in der Richtung 
von 9. Wir haben also noch nachzuweisen, daß die 
Coriolissche Kraft K, in der Tat die resultierende dieser 
beiden Kräfte ist. Dies geschieht so: dr/dt, rd#/di und 
dz/dt sind die drei Komponenten der Geschwindigkeiten o 
in den drei Richtungen r, > und x. Die beiden ersten 
dieser Größen sind daher die Projektionen der mit p be- 
zeichneten Geschwindigkeitskomponente in den Richtungen 
r und #, so daß man hat: 


SZ m pcos(p, 7), 737 =peinlpn). 

Daher ist: 

R = 2m wp sin (p, r) = 2m œ p cos [4-(p, r) — 90°], 
“of O = 2m w pcos(p, r) = 2m w p sin [J<(p, r) — 90°], 
R und @' sind also in der Tat die Komponenten einer 
einzigen Kraft von der Intensität K, = 2m wp, deren Rich- 
tung um 90° gegen die Richtung von p in dem der Drehung 
des Bezugskörpers entgegengesetzten Sinne gedreht ist, also 
m dem Sinne, in welchem man die positive y-Achse auf 
kürzestem Wege in die Richtung der positiven z- Achse 
drehen kann. 

Wenn umgekehrt gewisse Kräfte R, ©, eine bestimmte 
Bewegung bezüglich eines tauglichen Bezugssystems hervor- 
bringen, so müssen ihnen noch die Kräfte — K, — K, und 
— K, zugefügt werden, um dieselbe Bewegung relativ gegen 
ein sich mit der veränderlichen Winkelgeschwindigkeit œ 
drehendes Koordinatensystem zu erzeugen, — K,, — K,, und 
— K, sind also die Führungskräfte, welche den zur Er- 
zeugung einer gewissen Bewegung bezüglich eines ruhenden 
Koordinatensystems erforderlichen Kräften noch hinzugefügt 
werden müssen, um jede Masse so zu führen, daß sie die- 
selbe Bewegung relativ gegen ein sich drehendes Koordi- 
natensystem macht. 
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8 82. Weitere Spezialisierung. 


Wir können auf das erste materielle System gewisse 
äußere Kräfte wirkend denken, und nun die Kräfte, welche 
das zweite System auf das erste ausüben müßte, wenn das 
zweite ruhte, mit denjenigen vergleichen, welche es auf das 
erste ausüben muß, wenn sich das zweite in gegebener 
Weise bewegt, wobei in beiden Fällen dieselbe gegebene 
Relatirbewegung angenommen wird. Die Kräfte, welche im 
zweiten Falle dazu kommen müssen, sind die Führungskräfte, 

Wenn sich das bewegliche Koordinatensystem gleich- 
förmig dreht und jedes Massenteilchen des ersten Systems 
relativ gegen dasselbe ruht, so verschwinden K, und Œ. 
Dann muß also das zweite System auf das erste, um die 
relative Ruhe zu erhalten, genau dieselben Kräfte ausüben, 
als ob bei gleichen äußeren Kräften beide ruhen würden, 
aber auf jedes Massenteilchen des ersten Systems noch die 
Zentrifugelkraft K, wirken würde, welche also in diesem 
Falle die einzige Zusatzkraft ist. 

Auf jedes Massenteilchen des ersten Systems muß außer 
den Kräften, welche bei Ruhe beider Systeme das Gleich- 
gewicht herhalten würden, noch eme der Zentrifugalkraft 
entgegengesetzte Kraft, die Zentripetalkraft, wirken, welche 
also die Führungskraft ist, die jedes Massenteilchen des 
ersten Systems in dem Kreise herumführt, den es bei der 
Drehung beschreibt. 

Sobald die Drehung des zweiten Systems beschleunigt 
oder verzögert ist, tritt zur Zentripetalkraft noch die der 
tangentialen Reduktionskraft K, entgegengesetzte Kraft hinzu, 
von der im übrigen das Gleiche gilt wie von der Fentri. 
petalkraf. Doch reichen auch diese beiden Kräwo uvvu 
nicht aus, sobald das erste System eine Bewegung relativ 
gegen das zweite macht. Dann tritt auch noch die der 
Coriolisschen Kraft K, entgegengesetzte auf. Will man 
den für die Relativrbewegung des ersten Systems gegen das 
bewegliche Koordinatensystem geltenden Gleichungen die- 
selbe Form geben, als ob dieses ein taugliches Bezugssystem 
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wäre, so muß man K, K,, K, hinzufügen. Zu den Kräften 
aber, welche das ruhend gedachte zweite System auf das 
erste ausübt, muß man — K,, — K,. — K, hinzufügen, um 
die Kräfte zu finden, die es bei seiner vorgeschriebenen 
Bewegung auf das erste ausüben muß, um bei diesem die 
gleiche Relativbewegung zu unterhalten. 

Sei z. B. der Hohlraum eines Gefäßes ein Rotations- 
körper mit vertikaler Achse, um welche das Gefäß mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit in Drehung begriffen sei. Im 
Gefäße soll sich Quecksilber, Wasser und Öl befinden, even- 
tuell sollen auch feste Körper darin sein. Vermöge der 
Reibung wird ein stationärer Zustand erst eintreten, wenn 
alie Flüssigkeiten und feste Körper weder untereinander 
noch gegen das rotierende Gefäß mehr eine Relativbewegung 
haben. Das betreffende Gleichgewicht kann genau so be- 
rechnet werden, als ob das Gefäß samt seinem Inhalte 
ruhen würde, aber auf jedes Massenteilchen des letzteren 
außer der Schwere noch die entsprechende Zentrifugalkraft 
wirken würde. Dadurch wird auch auf die Gefäßwand im 
ruhenden Gefäße derselbe Druck erzeugt, welcher im be- 
wegten Gefäße unter dem Einflusse der Schwere allein herrscht. 

Ebenso kann das Gleichgewicht eines an einem Faden 
aufgehängten schweren Körpers, der in gleiehförmiger Rotation 
begriffen ist, genau so gefunden werden, als ob derselbe ruhte 
und auf jeden Punkt desselben außer der Schwere noch die 
Zentrifugaikraft wirkte. Vom Widerstande der nur teilweise 
ınitrotierenden Luft ist dabei natürlich abgesehen. Damit 
dieser nicht stören würde, müßte der Aufhängefaden samt 
der umgebenden Luft ın eınem mit gleicher Geschwindigkeit 
rotierenden Gefäße eingeschlossen sein. 

Wenn ein schwerer Körper irgendwo auf der Erde an 
einer unausdehnsamen oder elastischen Schnur aufgehängt 
ist und relatıy gegen die Erde ruht, so verhält er sich genau 
so, als ob er samt der Erde ruhte und außer der Anziehung 
der Erde und der Spannung der Schnur noch die Zentri- 
fugalkraft infolge der Achsendrehung der Erde auf ihn 
wirkte. Die Schnur nimmt also die Richtung der Resul- 
wWerenden aus der wirklichen Anziehung der Erde auf den 
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Körper und der Zentrifugalkraft infolge der Erdrotation an. 
Diese Richtung heißt die Richtung der scheinbaren Schwere 
oder der scheinbaren Beschleunigung der Schwere oder kurz 
die Vertikalrichtung an der betreffenden Stelle der Erdober- 
fläche. Sie trifft, wenn diese Stelle auf der nördlichen Erd- 
hälfte liegt, die Erdachse nicht im Erdmittelpunkte 0”, 
sondern südlich davon im Punkte O. Die Spannung der 
Schnur, welche den Körper trägt, ist ebenfalls nicht gleich 
der Anziehungskraft der Erde auf den Körper, sondern ider 
Resultierenden dieser Anziehungskraft und der Zentrifugal- 
kraft. Man nennt diese Resultierende, welche die Spannung 
der Schnur oder den Druck des schweren Körpers auf seine 
Unterlage im Falle der relativen Ruhe gegen den Erdkörper 
stets bestimmt, das scheinbare Gewicht jenes schweren 
Körpers an dieser Stelle der Erde. Das dureh die Masse 
des Körpers dividierte scheinbare Gewicht nennt man die 
scheinbare Beschleunigung der Schwere an der betreffenden 
Stelle der Erde. Wenn ein Körper daselbst frei fällt, d. h. 
wenn außer der Erdanziehung keine Kraft auf ihn wirkt, !) 
so hat übrigens, wie wir sehen werden, seine Beschleunigung 
relativ gegen die Erde nur in Momenten, wo er gerade die 
Geschwindigkeit Null relativ gegen die Erde hat, genau die 
Größe und Richtung der im betreffenden Punkte herrschen- 
den scheinbaren Beschleunigung der Schwere. 

Wir werden in der Hydrostatik sehen, daß im Falle 
des Gleichgewichtes die Oberfläche einer Flüssigkeit immer 
senkrecht zur Besultierenden aller Kräfte stehen muß, die 
auf ein Teilchen der Oberfläche wirken. Die Meeresfläche 
muß daher im Zustande der relativen Ruhe gegen die Erde 
an jedem Orte senkrecht auf der Vertikalrichtung dieses 
Ortes stehen. Die Erfahrung lehrt, daß auch die Obertläche 
des festen Erdkörpers, abgesehen von den gegen die Dimen- 
sionen der Erde verschwindend kleinen Erhebungen, Hügeln 


t!) Die durch seine Bewegung und die Erddrehung bedingten 
Zusatzkräfte sind dabei natürlich nicht zu den auf den Körper 
wirkenden Kräften gerechnet, da wir sie bloß fingieren, um uns die 
Rechnung zu erleichtern. 
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und Bergen, senkrecht auf dieser Richtung steht, vielleicht 
weil dieser zu einer Zeit, wo die Erde schon nahezu die- 
selbe Umdrehungsgeschwindigkeit hatte, flüssig war, vielleicht 
auch, weil er noch immer genügend verschiebbar ist, um 
in so langer Zeit die entsprechende Gestalt anzunehmen. 
Es ist daher die Erde keine Kugel, sondern nahezu ein an 
den Polen abgeplattetes Rotationsellipsoid. 


8 83. Wiedereinfährung rechtiwinkliger Koordinaten. 


Wir wollen zunächst in den Gleichungen 439) wieder 
die rechtwinkligen Koordinaten einführen, welehe sich auf 
die Achsen OX, OY, OZ beziehen, von denen wir schon zu 
Anfang des $ 80 Gebrauch gemacht hatten. Wir können 
dies am leichtesten, wenn wir bedenken, daß die Bewegung 
genau so vor sich geht als ob sie relativ gegen ein taug- 
liches Bezugssystem geschähe, wenn wir zu den tatsächlich 
auf m wirkenden Kräften, deren Resultierende in den Rich- 
tungen der drei Koordinatenachsen OX, OY, OZ die 
Komponenten X, Y, Z haben soll, noch die drei Kräfte 
K,, K,, K, hinzufügen, welche alle in der Richtung OZ 
die Komponente Null haben. Da K, die Richtung von 
r hat, so sind mw?z und mm?’y seine Komponenten 
in den Richtungen OX und OY. Da ferner die Kraft 
K,=mrdo/dt auf r senkrecht steht und nach der 
früher angegebenen Regel in dem Sinne wirkt, in dem w 
wächst, so daß wenn do/dt und die Koordinaten des mate- 
riellen Punktes m positiv sind, ihre z-Komponente positiv, 
ihre y-Komponente aber negativ ist, so sind: mydo/dt, 
— mzde/dt ihre Komponenten in den Richtungen OX 
und OY. Da endlich K, senkrecht auf der mit p bezeich- 
neten Geschwindigkeit steht und für positive Werte von 
dz/dt und dy/dt in der z-Richtung eine positive, in der 
y-Richtung eine negative Komponente hat, so sind 2mwody/dt 
und —2mwdz/dt seine Komponenten in den Richtungen 
OX und OY. Fügen wir alle diese Kräfte den tatsächlich 
auf m wirkenden Kräften X, Y, Z bei, so erhalten wir die 
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gewöhnlichen Bewegungsgleichungen, welche nach Division 
durch m folgendermaßen lauten: 


dz I d d 
| an edida Ar +2agy 

P 

dx 1 

am? 


Sehr leicht findet man diese Gleichungen direkt mit Hilfe 
der Lagrangeschen Gleichungen für generalisierte Koordi- 
naten. Man kann offenbar die Koordinaten x, y, x der 
Masse m relativ gegen das rotierende Koordinatensystem 
als Variable betrachten, welche dessen Position zu jeder 
Zeit eindeutig bestimmen und daher Langranges Glei- 
chungen anwenden, in denen z, y, x für m, P, P... zu 
setzen ist. Aus den Gleichungen 437) folgt: 


X, =rcosw— ysinw— zo sinw — ywcosw, 
y, = r sin w + y cos w -+ zwcosw— yosinw. 
Die lebendige Kraft der Masse m ist 
m 3 Why, 
Tæ Ei Hyi Hri) m H g 


+@+ Z + ey —yr)o]. 


Daraus folgt 

aT ôT ð 
ET BT gat 
oT $ ôT , ôT 
Trane =a gyr Tte gane 


Die Substitution dieser Werte in die Lagrangeschen 

Gleichungen, welche in diesem Falle lauten 

d (ÔT ôT 
(> 

mit zwei analogen für die y- und z-Achse liefert sofort die 

Gleichungen 441). 
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Es ist dies ein Beispiel für die Anwendung generali- 
sierter Koordinaten, welche die Zeit explizit enthalten, wes- 
halb auch die lebendige Kraft T hier eine inhomogene 
quadratische Funktion der z’, y, x ist. 


$ 84. Grundgleichungen für die Bewegung eines schweren 
Körpers relativ gegen die rotierende Erde. 


Wir wollen nun in Kürze eines der wichtigsten Pro- 
bleme der Relatirbewegung behandeln, nämlich das der Be- 
wegung eines schweren Körpers relativ gegen die in Drehung 
begriffene Erde. Wir betrachten bloß die Bewegung eines 
schweren materiellen Punktes von der Masse m relativ gegen 
die Erde. 

Es sei N der Nordpol der Erde, A der auf der nördlichen 
Hemisphäre gelegene Punkt, wo sich der materielle Punkt m 
zu Anfang der Zeit befand. Wir ziehen durch A ein recht- 
winkliges Koordinatensystem. Die A£-Achse ist der Rich- 
tung der scheinbaren Schwere im Punkte 4 entgegengesetzt. 
Die negative A -Achse schneidet die Erdachse im Punkte O. 
Den Winkel VOA bezeichnen wir mit 90—e, so daß s die 
geographische Breite von A ist. Die Ay-Achse ist im 
Punkte A südlich, die A&-Achse westlich gerichtet. Die 
Normale vom Punkte 4 auf die Erdachse habe den Fuß- 
punkt O, 44’ sei ihre Verlängerung über A hinaus. So- 
wohl der Pankt 4 als auch die Achsen 4&, An, Ač sind 
während der Drehung der Erde fest mit dieser verbunden. 

Zu irgend einer Zeit ¿ habe der Punkt m die Koordi- 
naten £, 7 £ bezüglich dieses Koordinatensystems. c sei seine 
Geschwindigkeit relativ gegen die Erde, u = $È., v= #7, 
w = iE deren Komponenten bezüglich derselben Koordi- 
natenachsen. =, H, Z seien die Komponenten der Gesamt- 
kraft mit Einschluß der Zentrifugalkraft, welche auf m wirkt, 
in den Koordinatenrichtungen, so daß also, wenn nur die 
Anziehung der Erde wirken würde, im Punkte A selbst 
Z=H=0, —Z gleich dem scheinbaren Gewichte mg der 
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Masse m wäre. wenn g die scheinbare Beschleunigung der 
Schwere in A ist. 

Wir können die für ruhende Körper geltenden Glei- 
chungen der Mechanik anwenden, wenn wir den Kräften 
Z, H, Z noch die Coriolissche Kraft beifügen. Man be- 
weist leicht, daß die Resultierende der durch mehrere Ge- 
schwindigkeiten geweckten Coriolisschen Kräfte gleich der 
durch die Resultierende jener Geschwindigkeiten geweckten 
Coriolisschen Kraft ist. 

Die durch die Geschwindigkeitskomponente u geweckte 
Coriolissche Kraft hat die Intensität 2mua und steht 
auf u senkrecht in einer zur Erdachse normalen Ebene. Sie 
hat die Richtung d O, da diese durch die Erddrehung auf 
kürzestem Wege in die positive A&-Richtung übergehrt. 
© ist die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung. Die 
Komponenten der durch w geweckten Coriolisschen Kraft 
in den Richtungen A&, An, AZ sind also Null, —2mumsins, 
—2muwcose 

Um die durch die Geschwindigkeitskomponenten v und 
w geweckten Coriolisschen Kräfte zu finden, müssen wir 
diese beiden Geschwindigkeitskomponenten auf eme zur Erd- 
achse senkrechte Ebene projizieren. Die Projektionen sind 
vsing und wcose und haben beide die Richtung 44. Die 
durch sie geweckten Coriolisschen Kräfte haben daher 
beide die Richtung A£ und sind 2mwrsinz bezw. 2mwwcose. 

Fügen wir alle diese Coriolisschen Kräfte den Kräften 
Z, H, Z bei, so erhalten wir die Bewegungsgleichungen: 


du l a š 
Tr = = +2o(vsins+ wcose), 


442) = IH-2wusine, 
dw 1 9 
7” el Zn 2 wucose. 


Man pflegt diese Gleichungen gewöhnlich auf einem anderen 
Wege abzuleiten. Man wählt zuerst O als Koordinaten- 
ursprung, ON als positive -Achse und legt die y-Achse 
durch O in den geographischen Meridian des Ortes A. Sind 
Poltsmann, Mechanik IL 21 
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z, y, z die Koordinaten des Punktes m zur Zeit i bezüglich 
Jieses Koordinatensystems, so gelten für z, y, x die Glei- 
chungen 441). In diese Gleichungen werden dann $, 7, & 
durch Koordinatentransformation eingeführt. Die Transfor- 
mationsgleichungen sind, wie man leicht sieht, die folgenden: 


| E=x, 7=ysins—zcose, =y cose + z sine — OA, 
y=nņnsine+(%+ 0Ajecose, z=—ncose+(£+04)sins, 
Z=X, H=Ysins—Zcose,, Z= Ycos:+ Zsine. 


443) 


Es folgen wieder die Gleichungen 442), 

Man hat hierbei einen Vorteil. Die Gravitationswirkung 
der Erde auf m hat jedenfalls eine Kraftfunktion p, welche 
mit genügender Annäherung als Funktion von z und 
Vz? + y? betrachtet werden kann. Wirkt daher nur die 
Schwere, so sind X, Y, Z die negativen partiellen Ab- 
leitungen 443) von y = ọ — zal (x? + y^) nach den Koordi- 
naten. 

Um — Z, — H, — Z zu erhalten aber braucht man 
bloß in diesen Ausdruck é, n, & für z, y, x einzuführen 
und dann nach £, n, % partiell zu differenzieren. 


Man erhält so ganz allgemein die Gleichungen: 


EN um (z - zy) + 2 w {vsin £ +w coss), 


dt m d8 

d ' i : 
444) is => (H _ 52) —2owusins, 

dw i ( 2 Py 

gr Ao Z= Je) — 2oucose, 


wobei die w enthaltenden Glieder die Wirkung der Schwere 
und Zentrifugalkraft darstellen, =’, H, Z’ aber sind die 
Komponenten der Kräfte, welche etwa sonst noch auf die 
Masse m wirken. 


ès läßt sich aber die Funktion w doch nur angenähert 
ermittelu und wir werden mit der Gleichungen 442) aus- 
kommen. 
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$85. Beispiele. 


Es möge sich der Punkt m nur wenig von seiner Aus- 
gangsstelle A entfernen. Da daselbst die AZ-Achse der 
scheinbaren Schwere entgegengerichtet ist, so ist dort, wenn 
nur die Schwere wirkt, Z =H =0, Z=— mg In un- 
mittelbarer Nähe von 4 hat man daher die Gleichungen: 

d 


Fr = 2o(vsins + wcose), 


445) £? =— 2wusine, 


ee g — 2mucose. 


1. Schuß nach Siden. Der Punkt m habe zu Anfang 
eine sehr große horizontale südlich gerichtete Geschwindig- 
keit v. Aus der ersten der Gleichungen 445) folgt, daß er 
allmählieh dazu eine westliche Geschwindigkeit u=Zwivsins 
erhält. Er weicht also westlich ab. Erst wenn „ größer 
geworden ist, wirkt es wieder auf», und wenn die Vertikal- 
bewegung länger gedauert hat, wirkt auch sie auf u; das 
erste, was man bemerkt, ist aber die westliche Abweichung. 
Da ihre Geschwindigkeit u der Zeit proportional ist, so ist 
die Westverschiebung £ = œw £*vsins dem Quadrate der Zeit 
proportional. 

Ebenso erfährt ein westlich geworfener Körper eine 
Norddeviation, ein nördlich geworfener eine Ost- und ein 
östlich geworfener eine Süddeviation. Man sagt der südlich 
geworiene Körper kommt in Gegenden, wo die absolute 
östliche Geschwindigkeit der Punkte der Erdoberfläche in- 
folge der Erdrotation größer ıst, blerbt also westlich zurück, 
wogegen ein nördlich geworfener Körper östlich der darunter 
befindlichen Erdoberfläche voraneilt. 

Ein nach West geworfener Körper aber bewegt sich 
absolut im Raume in der durch den im Kaume fix gedachten 
Punkt 4 gehenden Vertikalebene. Geht dagegen der Punkt 
mit der Erde mit, so dreht sich die durch 4 gehende 

2” 
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Vertikalebene, und zwar ihre westliche Hälfte nach Süd, so 
daß die alte Vertikalebene nach Nord davon abweicht. 


2, Benzenbergs Falwersuche. Der Punkt m falle ohne 
Anfangsgeschwindigkeit frei. Es ist in erster Annäherung: 


w =— yt, u= — @ gi? COSE, E =— $g t cose. 


Der Körper fällt also nicht in der Vertikalen (der Richtuug 
eines durch einen ruhenden schweren Körper gespannten 
Fadens), sondern weicht östlich ab und es ist der Absolut- 
wert der Deviation der dritten Potenz der Fallzeit propor- 
tional. Es wäre leicht, die Annäherung weiter zu treiben 
und die Glieder mit œ? zu berechnen, doch erscheint dies 
nicht notwendig. 


3. Foucaults Pendel. Wenn ein langes Pendel nur kleine 
Exkursionswinkel beschreibt, so kann man es mit genügender 
Annäherung als einen materiellen Punkt betrachten, welcher 
sich in der £27-Ebene bewegt und auf den immer eine gegen 
dessen Ruhelage A wirkende und der Entfernung von der- 
selben proportionale Kraft wirkt. Es ist also in den Glei- 


chungen 442) zu setzen w = 0, Z=— ma’ é, H=— ma). 
Diese verwandeln sich daher in 

PE 2 dn 

ap “PE +277’ 

d? 


7 dë 
P k a 
wobei b = w sine. 
Das allgemeine Integral ist 
È == A cos (n, t + B) + Ccos (n, t + D), 
n = A sin (n, t + B) — C sin (n, t + D), 
wobei 
nm = ya ¥ b, n =y Fë +b, 
oder da b klein gegen a ist 


n =a—b, n=a+b. 
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Die einfachste partikuläre Lösung ist 
E = A [cos(a — b)t + cos(a + b)i] = 2Acosbicoset, 
n = A[sin (a — b)t — sin (a + b)i] = — 2 Asin bt cosat. 
Das Pendel schwingt daher anfangs westöstlich nach 
der Zeit "- = — ” —- nordsüdlich, d.h. die Westelongation 


2 2weins 

ist kontinuierlich in eine Nordelongation übergegangen usw. 
Die Schwingungsebene dreht sich in der Zeit 24 Stunden 
mal sina um 360° der Erddrehung entgegengesetzt, also 
genau so, als ob die Lage der Schwingungsebene im Raume 
fix wäre und sich die Erde mit der Winkelgeschwindigkeit 
@sine darunter hinwegdrehen würde, was die Komponente 
ihrer Winkelgeschwindigkeit um die Vertikale des Punktes A 
als Achse ist. Doch geschieht die Bewegung nur, wenn A 
einer der Pole der Erde ist, exakt in dieser Weise. Für 
alle anderen Lagen bewirken die durch die Vertikalbewegung 
des Pendels verursachten Deviationen kleine Abweichungen, 
welche wir mit diesen Vertikalbewegungen vernachlässigt 
haben. 


8 86. Bewegung auf einer Niveaufläche der 
scheinbaren Schwere. 


Da die Schwere groß ist gegenüber der Coriolisschen 
Kraft, so werden, wenn sich die Masse m weit bewegt, 
zuerst die Störungen bemerkbar sein, weiche dadurch ent- 
stehen, daß die Schwere in Richtung und Größe variiert. 
Ist der Punkt m gezwungen, sich auf einer Niveaufläche 
der scheinbaren Schwere zu bewegen, so wird aber diese 
durch den Gegendruck, welcher ihn hierzu zwiugt, immer 
aufgehoben. Dann kann man also mit größerer Annäherung 
als sonst die Bahn des Beweglichen aus den Gleichnngen 442) 
berechnen, obne daß man die Funktionen œ und w zu kennen 
braucht. 

Es soll außer der scheinbaren Schwere und der Kraft, 
welche den Punkt m zwingt, auf einer Niveaufläche derselben 
zu bleiben, keine Kraft wirken. Dann erhält man so lange 
die Niveaufläche, als eben (mit der £&n-Ebene zusammen- 
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fallend) betrachtet werden darf, aus 442) die beiden Glei- 
chungen: 

Pn 


AR à - dy) "i 
di =2wsins z,” 


s aE 
£ = FL, 
Fr em œ sin è 7y 


lst fur =0 z., B. E= 7=0, s = th» 2 = v, 80 liefert 
die Integration 
E= ” [i -cos(ed] + “> sin(ot), 


Un e 


n= "" [cos (eġ — 1] + sin (h), 

wuhbei c = 2@sine. Die Gleichung der Bahn ist 
T \? 2o,\? u? + vi 
e-aj pHa -t 


Dieselbe ist also ein Kreis vom Radius Vui toi, Dies 
2 æ sin s 


ist der Weg, den ein mit der Geschwindigkeit Yu? +v? 


bewegter Körper etwa in Fi Stunden zurücklegen würde. 


Der ganze Kreis wird in Ar Stunden beschrieben, während 


welcher Zeit die Bewegungshindernisse wohl längst die Ge- 
schwindigkeit des Beweglichen aufgezehrt haben. Die früber 
gefundenen Seitenabweichungen horizontal geworfener Körper 
sind dadurch bedingt, daß sich diese in Bögen dieses Kreises 
bewegen. Umgekehrt folgt aus der schon früher gefundenen 
Tatsache, daß die Seitenabweichung für jede horizontale 
Wurfbewegung im selben Sinne erfolgt und gleiche Krümmung 
erzengt. von selbst wieder die Bewegung im Kreise. 

Wollte man die Bewegung eines schweren Punktes auf 
einer Niveaufläche der scheinbaren Schwere nicht relativ 
gegen die Erde, sondern absolut im Raure berechnen, so 
müßte man bedenken, daß die Schwere allein nicht senk- 
recht auf der besprochenen Niveaufläche steht, sondern 
tangential dazu eine Komponente hat, die der der Zentri- 
fugalkraft immer gerade entgegengesetzt ist. Diese Kompo- 
nente bewirkt, daB ein Körper, welcher gezwungen ist, sich 
in einer Niveaufläche der scheinbaren Schwere zu bewegen, 
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wenn er anfangs die Geschwindigkeit hat, welche derselben 
Stelle des Erdkörpers vermöge der Erdrotation zukommt, 
sich absolut im Raume nicht in einer geodätischen Linie 
der Niveanfläche der scheinbaren Schwere, sondern in einem 
zur Erdachse senkrechten Parallelkreise derselben bewegt. 
Wenn er eine gleichgerichtete, aber größere oder kleinere 
Geschwindigkeit hat, erklärt diese Komponente die Seiten- 
abweichung, falls man von der Betrachtung der Absolut- 
bewegung des Körpers ausgeht und diese erst nachher mit 
der der Erde vergleicht. 


8 87. Allgemeinstse Gleichungen für die Relativbewegung. 


Wir wollen nur noch weniges über den allgemeinen 
Fall sagen, daß ein beliehiges starres System (das zweite 
System) eine vollständig beliebige Bewegung macht und die 
Bewegung eines anderen (des ersten Systems) relativ gegen 
die des zweiten zu berechnen ist. 

Wir können die Bewegung des zweiten Systems zu- 
sammensetzen aus einer Beweguug eines Punktes Q des- 
selben (des Schwerpunktes oder auch irgend eines anderen 
Punktes) in einer Kurve und einer Drehung um eine stets 
durch diesen Punkt gehende Achse, die augenblickliche 
Drehungsachse, wobei jedoch sowohl die Lage der Achse 
als auch die Winkelgeschwindigkeit der Drehung sich kon- 
tinuierlich wit der Zeit ändern kann. Wir führen ganz wie 
in § 80 ein fixes Koordinatensystem O X, O Y, OZ und ein 
bewegliches RE, 2n, Q% ein. Die Achsen des letzteren 
sollen fix mit dem zweiten Systeme verbunden sein, sein 
Ursprung soll der besprochene Punkt Q sein. 

Was wir suchen, sind die Gleichungen für die Ver- 
änderung der Koordinaten £, 7, £ irgend eines materiellen 
Punktes m des ersten Systems bezüglich des zweiten be- 
weglichen Koordinatensystems, während wir auf die Koordi- 
natenachsen x, y, x desselben Punktes bezüglich des fixen 
Koordinatensystems die gewöhnlichen Bewegungsgleichungen 
der Mechanik anwenden können. Am raschesten kommen 
wir da unzweifelhaft wieder mittels der Lagrangeschen 
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Gleichungen zum Ziele. Wir bezeichnen, wie in § 26 die 
Komponenten der Gesch windiekeit des Punktes 2 des zweiten 
Systems in den Richtungen Qé, Qn, QG, welche augen- 
hlicklich die beweglichen Koordinatenachsen haben, mıt 
x, v, w; ferner die Komponenten der augenblicklichen 
Winkelgeschwindigkeit des zweiten Systems, also auch des 
heweglichen Koortlinatensystems in denselben Richtungen 
QE, Qq und QX mit A, u, v. Wenn dann ein Punkt mit 
den Koordinaten £. q, © bezüglich des beweglichen Koordi- 
natensystems fest mit diesem verbunden wäre, so daß £, 4, č 
mit der Zeit unrerauderlich wären, so wären dessen Ge- 
schwindigkeitskomponenten in den Richtungen QE, Rn und 
Qg uach den Gleichungen 156) 


446) urus- an, v+v— č, wrin—uS. 


Wir können uns die Bewegung des zweiten Systems 
und damit die des beweglichen Koordinatensystems dadurch 
gegeben denken, daß uns dessen Anfangslage und die Werte 
von u, v, w, A, p, v zu jeder Zeit gegeben sind. Ist die 
Bewegur:g des zweiten Systems irgendwie anders gegeben, 
so können doch daraus die Werte dieser sechs Größen für 
jede Zeit berechnet werden. Die Koordinaten £, n, Z irgend 
eines Massenteilchens m des ersten Systems bezüglich des 
beweglichen Koordinatensystems sind im allgemeinen nicht 
mit der Zeit unveränderlich., Ihre Differentialquotienten 
nach der Zeit seien £, 7‘, &. Wir finden daher die Gesamt- 
komponenten der Geschwindigkeit des Massenteilchens m in 
den Richtungen, welche RE, Qn und 2L augenblicklich 
haben, indem wir zu den drei Ausdrücken 446) noch & bezw. 
n und & addieren. Diese drei gesamten Geschwindigkeits- 
komponenten des Massenteilchens m sind also 


E+rurul-rn, Yte+rVE—AS, Stwtin—u$, 


und die augenblickliche lebendige Kraft des Massenteil- 
chens m ist 


T= ENE +u +u vr)? 
H Hotvg— A HEH tàn — ug]. 


Gi. 448.] VI. $87. Allgemeinster Fall. 329 


Bezeiıchnen wir also mit Z die Kraft, welche in der Rich- 
tung Q£ auf das Bewegliche wirkt, so ist die auf die 
Abszissenrichtung bezügliche Gleichung: 


4, =) -5 =E 
I (z = 


oder nach Substitution des Wertes für 7 


SE + u+ uč) — iz = 
=v +v tvg — A) uE Hwt ug) 
= vg +o) — u (C t w) t EA u? t o) AAA EH untog). 


Die auf die beiden anderen Koordinatenachsen bezüglichen 
Gleichungen entstehen daraus durch zyklische Vertauschung. 


Es wäre leicht, Gleichungen abzuleiten, in denen andere 
zur Bestimmung der Bewegung des zweiten Systems dienende 
Variable vorkommen, z. B. die Komponenten der Geschwindig- 
keit von 2 und der Rotationsgeschwindigkeit in’ den Rich- 
tungen der fixen Koordinatenachsen, sowie die verschiedenen 
Zusatz- bezw. Reduktionskräfte geometrisch zu diskutieren. 
Doch will ich hierauf nicht näher eingeben, da diese allge- 
meinen Gleichungen bisher keine Anwendung gefunden haben. 
Es sei nur noch bemerkt, daß, wenn man die augenblick- 
liche Winkelgeschwindigkeit eines starren Systems in Kom- 
ponenten zerlegt, zwar die wirkliche augenblickliche Ge- 
schwindigkeit jedes Punktes die Superposition der Ge- 
schwindigkeiten ist, die er infolge der Komponenten hätte, 
dies aber keineswegs von den Beschleunigungen gilt, die ja 
aus unendlich kleinen zweiter Ordnung folgen und unend- 
lich Kleines zweiter Ordnung wurde beim Beweise des Satzes 
von der Zusammensetzung der Drehungen vernachlässigt. 
Deshalb sind auch die Zusätze, Reduktions- und Führungs- 
kräfte, welche wegen einer Rotation des Bezugssystems an- 
zubringen sind, keineswegs einfach die Superposition der- 
jenigen. welche infolge jeder der Komponenten der Rotation 
anzubringen wären, wenn diese allein vorhanden wäre. 
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& 85. Das Trägheitsgesetz. 


Wir wollen nun zum Schlusse auf eine fundamentale 
Schwierigkeit zurückkommen, welche sich in den einfachsten 
Grundgesetzen der Mechanik findet, nämlich auf die Formu- 
lierang des Trägheitsgesetzes, wenn man keinen absoluten, 
transzendenten Raum einführen will Wir sind dieser 
Schwierigkeit in der einfachsten Weise aus dem Wege ge- 
gangen, indem wir von etwas Wirklichem oder Existierenden 
gar nicht sprachen, sondern die Materie durch bloße Ge- 
dankenbilder, die materiellen Punkte ersetzten, unbekümmert 
darum, ob dies nicht auch in anderer Weise (z. B. unter 
Zugrundelegung eines anderen Koordinatensystems) mit 
gleichem Erfolge geschehen könne. 

Gedankenbilder zu formen, wie wir wollen, kann uns 
niemand verwehren und daher auch nicht nebst den mate- 
riellen Punkten noch ein Koordinstensystem (das taugliohe 
Bezugssystem) in dieselben aufzunehmen. Wir nennen diese 
Gedankenbilder nur deshalb hinterher wahr, weil sie uns 
nützlich sind, die künftigen Erscheinungen (unsere künftigen 
Empfindungen) möglichst vollständig und mühelos voraus- 
zusagen, d. h. ihnen unsere Willensimpulse anzupassen. 


Ein innerer Grund der Behauptung, daß die Gedanken- 
ider, in denen das Bezugssystem vorkommt, nicht exakt 
sit der Erfahrung sollten stimmen können, ist mir nicht 

erfindlich. Ich finde im Gegenteile, daB gerade diese Be- 
hauptung a priori etwas über die Erfahrung auszusagen 
bestrebt ist, was diese uns nicht früher selbst sagte. Ich 
kann daher in dieser Beziehung Mach nicht beipflichten, 
welcher, wenn ich ihn recht verstanden habe, daraus, daß 
unsere Gedanken nur Beziehungen zwischen den Objekten 
darzustellen haben, schließt, daß das Trägheitsgesetz nur 
durch die Fixsternwelt bestimmt sein könnte, Wäre das 
bier entwickelte Bild absolut richtig, so wären eben die 
Beziehungen zwischen den Objekten so, daß zu ihrer ein- 
fachsten Darstellung im Geist ein solches Bezugssystem 
gehörte. Daß der Fixsternhimmel bezüglich dieses Bezugs- 
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systems absolut drehungsfrei ist, wäre keine Notwendigkeit, 
daß er es sehr angenähert ist, aber ware aus der großen 
Entfernung, die bei starker Drehung enorme Zentripetal- 
kräfte fordern würde, erklürbar. 

Für jemand. der die ganze, endlich gedachte Fixstern- 
welt übersähe, bestünde sogar die theoretische Möglichkeit, 
ihre Drehung mittels des Foucaultschen Pendels oder eines 
Gyrotrops zu konstatieren, wie wir sie für die Erde kon- 
statieren könnten, wenn uns das Licht und damit die 
Kenntnis anderer Himmelskörper fehlte. Allerdings wäre 
diese Konstatierung keine unbedingte. Aber, wollte man sie 
leugnen, so müßte man die noch weit unnatürlichere und 
den Voraussetzungen dieses Buches zuwiderlaufende An- 
nahme einer von einer fixen Geraden auf alle Massen aus- 
geübten. der Masse und Entfernung proportionalen Kraft 
und dazu noch der entsprechenden, auch von der Geschwindig- 
keit und Lage im Kaume (gegen die Fixsternwelt) abhängigen 
Coriolisschen Kraft machen. Auch würde eia einziges 
Foucaultsches Pendel oder Gyrotrop nicht hinreichen; 
denn da könnte die Möglichkeit so kleiner störender Kräfte 
wobl kaum sicher verneint werden. Aber wenn die ver- 
schiedensten Foucaultschen Pendel, Streintzschen Gyro- 
trope, nach Lange geschleuderten materiellen Punkte usw. 
usw. in ihrer relativen Bewegung gegen dıe Sternenwelt, die 
ich natürlich endlich und als Ganzes beobachtbar annehme, 
alle auf eine Rotation der letzteren hinwiesen, so könnten 
wir doch als höchstwahrscheinlich hinstellen, daß sich bei 
Annahme derselben, also Aufnahme eines Bezugssystems in 
unser (xedankenbild, die Erscheinungen am einfachsten er- 
klären oder sagen wir lieber beschreiben, im Gedanken 
nachbilden lassen, wie wir ja schon jetzt fiherzeugt sind 
daß sich bei Annahme siner Rotation der Erde die kos- 
mischen Erscheinungen allein in vernünftiger Weise be- 
schreiben lassen. 

Daß es einen wirklichen Körper « gebe, der stets be- 
züglich unseres tauglichen Bezugssystems ruhte und dasselbe 
daher ersetzen könnte. ware eme absurde Idee. Als bloßes 
Gedankending aber nenue ich es lieber „Bezugssystem“ als 
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„Körper «“. Schon der Name Körper“ scheint mir so 
unpassend, wie möglich. 

Bleiben wir also wieder bei der Annahme, die in diesem 
Buche beschriebenen Bilder würden die Natur exakt dar- 
stellen und die Welt wäre endlich. Dann müßte allerdings 
ihre durch ihren Schwerpunkt gehende invariable Achse 
bezüglich jedes tauglichen Bezugssystems ihre Richtung 
unveränderlich beibehalten und das gesamte Flächenmoment 
der Welt bezüglich derselben müßte konstant sein. Das 
hat aber keine andere Bedeutung als die folgende: Gegeben 
sind uns nur die relativen Lagen aller Teile der Welt zu 
allen Zeiten. Wir können sie auf ein beliebiges zu jeder 
Zeit wieder beliebig anders gewähltes Koordinatensystem 
beziehen und auch je zwei Zeitstrecken nach Belieben gleich 
oder verschieden lang nennen. Aber nur bei einer be- 
stimmten Bezeichnung der Zeitstrecken als gleich lang und 
nur bei bestimmten zeitlichen Reihenfoigeu der Lagen dieser 
Koordinatensysteme ist die Bedingung erfüllt, daß die auf 
sie bezogenen Veränderungen jedes materiellen Punktes der 
Welt die einfachen in diesem Buche dargelegte Gleichungen 
der Mechanik erfüllen. Nur wenn dies der Fall ist, nennen 
wir die zeitliche Reihenfnlge der betrefienden Koordinaten- 
systeme em tauglıches Bezugssystem. 

Für jedes solche tauglıche Bezugssysteme nun muß nach 
dem Bewiesenen die dnrch den Schwerpunkt der Welt 
gehende Achse. bezüglich welcher die Summe der Flächen- 
momente der Welt ein Maximura ist, eine unveränderliche 
Lage haben und dıese Numme muß selhst eine Konstante 
sein. Natürlich ist dabei noch vorausgesetzt, daß man sich 
die Welt überhaupt endlich denken will. Es könnten aber 
ganz gut die mechanischen Differentialgleiebungen für eine 
solche Reihenfolge von lagen des Koordinatensystems ihre 
einfache Form annehmen, für welche das konstante Flächen- 
moment der Welt um seine durch den Schwerpunkt gehende 
invsriable Achse nicht den Wert Null hat, so daß also 
gewissermaßen die Welt ın Drehung begriffen wäre, die 
freilich im selben Maße klein sein müßte als die Welt 
groß ist. 
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So gänzlich unwahrscheinlich es ist, daß unsere Kenntnisse 
wirklich sich jemals so ausbreiten werden, so können wir uns 
doch im Gedanken in die Lage versetzen, daß wir die ganze 
Fixsteruwelt, wenn wir uns dieselbe überhaupt endlich 
denken, sô gut kennen würden, als wir heute unsere Erde 
kennen und daß wir eine Drehung derselben so sicher nach- 
weisen könnten, als die der Erde. Wenn es das Licht nicht 
gäbe, uns also außer der Erde kein Himmelskörper bekannt 
wäre, so wären wir sicher viel später zum Begriffe der ab- 
soluten Drehung gelangt. Wir hätten aber auch sicher 
durch Versuche an Gyroskopen, Pendelr usw. dazu gelangen 
können und wären auch wahrscheinlich dazu gelangt. Es 
ist also keineswegs bloß die Beziehung zum Fixsternhimmel, 
was diesen Begriff bedingt. 

Daß die sukzessiven Lagen der Hauptträgheitsaehsen der 
Welt bezüglich ihres Schwerpunkts eın solches taugliches 
Bezugssystem bilden, wäre natürlich möglich und unserer 
bisherigen Erfahrung nicht widersprechend, nach welcher 
beliebige, unveränderlich mit dem nahe unveränderlichen 
Fixsternhimmel verbundene Achsen taugliche Bezugssysteme 
sind. Unter dieser Annahme wäre die Aufnahme eines be- 
sonderen Koordinatensystems überflüssig, da dessen Lage 
aus den sukzessiven relativen Lagen aller Teile der Welt 
für jeden Zeitmoment berechnet werden könnte. Da aber 
die Richtigkeit einer solchen Annahme durch nichts bewiesen 
oder beweisbar ist, so ist es zwar sicher gut, auf ihre Mög- 
lichkeit hinzuweisen, es wäre aber offenbar eine unerlaubte 
Beschränkung der Allgemeinheit, sie an die Spitze der 
Mechanik zu stellen. 

Ganz hiervon unabhängig ist die Frage, ob die hier 
entwickelten mechanischen Gleichungen und damit auch das 
Trägheitsgesetz nicht vielleicht bloß angenähert richtig sind 
und ob nicht bei einer richtigeren Formulierung die Unwahr- 
scheinlichkeit oder sagen wir Inhomogenität, die in der 
Notwendigkeit der Aufnahme eines Koosdinstensystems neben 
den materiellen Punkten in das Bild liegt. vou selbst wegfällt. 

Da wies Mach auf die Möglichkeit hin, daß wir ein 
richtigeres Bild durch die Annahme erhalten, nur die Be- 
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schleunigung der lüntfernungsäuderung je zweier Massen- 
teilchen sei hauptsächlich durch die benachbarten Massen, 
die Geschwindigkeit dieser Änderung aber durch eine Formel 
bestimmt, in welcher die sehr eıtfernten Massen den Aus- 
schlag geben. Dadurch wird natürlich jede Aufnahme eines 
Koordinatensystems in das Bild vermieden, da jetzi nur 
von Entfernungen die Rede ist. Freilich führt Mach dafür 
andere Schwierigkeiten ein, so die Eindlichkeit der Welt, 
eine Art Fernwirkung auf die allergrößten Distanzen usw. 
Diese Schwierigkeiten schienen mir speziell nicht so groß, 
wie vielleicht manchem anderen Physiker, sie haben aber 
immerhin das Mißliche, daß sie jede erfahrungsmäßige 
Kontrolle für alle Zeiten auszuschließen scheinen. Auch 
die exakte Ableitung des Superpositionsgrinzips durch fort- 
währende Anwendung der neuen Form des Trägheitsgesetzes 
auf den Schwerpunkt der in Wechselwirkung begrifienen 
Massen scheint mir nicht unmittelbar auf der Hand zu 
liegen. Ferner ist “= us =(0 erst eine Gleichung, also 
doch uicht der Aussage ganz äquivalent, daß sich ein Punkt 
geradlinig und gleichförmig bewegt. 

Unter allen Umständen erscheint mir eine derartige 
Erweiterung unseres Blickes durch den Hinweis auf die 
Möglichkeit, daß das, was uns das Gewisseste und Nabe- 
liegendste scheint, vielleicht nur angenähert richtig ist, 
höchst wertvoll. Es steht in einer Linie mit dem Hinweise 
auf die Möglichkeit, daß sich die Entfernungen der Fix- 
sterne vielleicht nur in einem nichteuklidischen Raume von 
enorrn geringer Krümmung konstruieren lassen, was ja inso- 
fern auch mit dem Trägheitsgesetze zusammenhängt. dab 
dann ein bewegter Körper, auf den keine Kräfte wirken, in 
Äonen an die alte Stelle zurückkehren müßte, falls das be- 
treffende Krümmungsmaß positiv ist. 

In allen diesen Betrachtungen gingen wir von der Vor- 
aussetzung der Endlichkeit der ganzen Welt aus. Denkt 
man sich die Welt unendlich, so werden Begriffe, wie der 
Schwerpunkt, die invariable Achse, die Hauptträgheitsachsen 
usw. der Welt vollkommen gegenstandslos. Man müßte 
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dann annehmen, daß das Trägheitsgesetz durch eine Formel 
bestimmt wird, nach welcher die naheliegenden Massen von 
verschwindenden, die in Siriusweiten befindlichen vom größten, 
die noch viel entfernteren Massen aber wieder von ver- 
schwindendem Einfluß auf die Formulierung des Trägheits- 
gesetzes sind. 

Alle Schwierigkeiten bei Formulierung des Trägheits- 
gesetzes vermeidet die elektromagnetische Theorie der 
Materie, indem sie annimmt, daß die Maxwellschen Glei- 
chungen für das Verhalten des Lichtäthers und die Bewegung 
der Elektronen in demselben das Primäre sind, aus dem 
für letztere das Trägheitsgesetz für die Bewegung relativ 
gegen den Lichtäther und die übrigen Gesetze der Mechanik 
folgen. Für die Teilchen des Lichtäthers aber gilt das 
Trägheitsgesetz nicht; die Maxwellschen Gleichungen 
müßten so gefaßt, werden, daß sie bloß die Wechselwirkung 
nebeneinanderliegender Volumelemente bestimmen, zu ihrer 
Fassung also kein absoluter Raum erforderlich ist. Eine 
Entwicklung dieser gegenwärtig noch ganz unausgearbeiteten 
Theorie liegt uns hier ferne. 
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